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RELATIONS 

ENTRE LES ÉLÉMENTS D'UN TRIANGLE 



Il- ^n + A. + A. = 



ÉLÉMENTS LINÉAIRES 

bc-^ca + ab 
2R 



*a ^4 A, 

13 . 2(AX 4- Kh'^ + A^A;) = a« + 6» -+- c». 

14. KK = m = KK- 

15. A;a; = 2RA;. 

« . h',k'^ 4- a;a; + h'j', = 2R(a; + a; + k^. 

17. A'„»Ai»A;» = 8r»a;a^aj. 

18. a; = 2v 

19. a' 4- A;^ = 6' + A'j» = c* + A'J" = m*. 

20. A; + A; + A; = 2(R+r). 

21 . a(A, + A^) + b(k^ + A„) + c(A, + &,) = 2/>R. 

22. i(k^K-\-k,k^) = bc. 

23 . 4(A;jÂr^ + k^ + ^A) = (6c + ca + aô) — 4R(R + r). 

24. 4(AA + AA + Me) = «' + *' + «'. 

25 . 4(A' + A| + A,') = 12R» - (a> + 6^ + c«), 

/rt h c\ abc 

28. '"a = §V/2(6» + c»)-a». 



ÉLÉMENTS LINÉAIRES 

29. m2-i-m»4-m» = |(a»-l-6»4-c»). 

30. »nâ = 2mj;. 

31- K = f^c>fP^P -'')'"'• 



32. l^^ = ^-—^{p — b)(p-c)bc {b>c). 

33 . 46«c' = ti{b ■+■ c)« + /i'«(* - c)*- 

111 

«'a'io *'*'lS "«'le 

35. al'^ + bri + d'*=abc. 

Wc {h■^rc){e-ha){a-^b) 



36. 


wr. «*« 


37. 


im abc 

r p 


38. 


,. _ Jpip-b)(p-c) 
"~ V p—a 


39. 


abc 
Rr = -T-- 
*P 


40. 




41. 


"•« = (P-*KP-«)- 


42. 


»•<. P 



P — a 



«•M(7--')(?-')('7-')- 
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44 . r^r» + rjTa H- r^n = p». 



45 



\/^=P- 



46V--'h-v/^^-+-V/— = P. 



A7 * * * * 

47. — = 1 h— - 

r Ta n r» 



49. (-f- + lH-±V_î±±±f.\ = 4 

50. „- ■'•'('•> -^^«) 

P 

51. r«4-rt-<-r„ = 4R+r. 

52. ^^^>-+r>+r,-r,^ 

4 

53. a» = (ra— r)(r6-f-re). 

54. a»4-(r«-r)2 = 4R(r«-r). 

55. Tar* — rr^= g . 

56. a*-f-6«-t-c2-i-r«-f-rî-}-rJ + rJ = 16R'. 



ÉLÉMENTS LINËAIIIBS 



T h„ ft. h. 



v„ 1 1 1 1 

'•a K K K 



on 1 4 2 

60. =^. 



61.^^i±iv^î±l-+^i±i' = 6. 



€3. r» = 7 ; r.MA- 

R f'* 

64. ;? = ^ 



2r AA-^Ma^M* 



€5. r«4-r| + r| + r; = 4R» -H A;2-h a;» 4- /*;«. - 

66. 2R = ~i/-^ ?. 

67. rf2 - R2_2Rr. 

68. dl= R2 + 2Rr^. 

69. d» + rfJ-hrf|4-rf» = i2R«. 

70. 3(rf« + rfj4-rf| + rfy = 4(a2 4.6« + c«)4-4ÔH' 

71. Ââ'=^^^ftc. 
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72. ÂÔl = -l-bc. 

p — a 

73. AO'.AO, = bc. 
CO'.CO, b 



74. 



BO'.BO, c 



75 . AO'' + BO'* + GO'' = bc-^ca + ab — 12Rr. 



„^ AO'" BO'' CO'* . 

76. -r--\ H— r- = l. 

oc ca ao 



bc ca ab 

77. =5+^=r,+=5 = l. 

AO^ BO, GO, 



78. AO'.BO'.GO' = 4Rr«. 

79. A0„.B0„.G0„ = 4Rr|. 

80. 0'0^.0'Oj.O'O, = 16R'r. 

81. Ô^4=('-a + '-*)' + C>. 

82. Ôfil-hÔfil-hÔfil =SR{ra + ri,^r;), 

83. 0,0,.0,0„.0„04 = ICRV. 

84. Ôïi' = 9R» — {a* + ô' -t- c«). 

85. GÔ' = R'-^1±^'. 

«7 

86 GÔ'' =i (/j» + 5r'-16RrV 
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87. GÔ* = i[p»H-6r;-r»-t-4R(3r,-r)]. 

88. GÔ"'' + G{)^ + GÔ*4-GÔ* = l6R»-^(a»H-*»4-c«V 

89 . HÔ" = 4R» + 4Rr + 3r» — p». 

90. HÔ^4-HÔ^4-HÔJ + HÔ^ = 48R» — 4(o» + 6» + c«). 

91. 0,0' = |-r. 

92. 0,0, = | + v 

W S = 



vKa?'^î"^'^?*J"^W U"^aî-*-aî) 



95. S = ^(aA; + 6A; + cA;). 



96. S = 2R» -^-i-^- 

abc 

97. S = vfRWc 



99. S = 



2 
S = iv/M(M-m^)(M-mj)(M-m,). (2M =m„+mj+m,). 

Wc(* + c)(c + a)(a + 6) 



Saôcp 
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,.s = ^/MS 



Afin ^ » / -a->-«(^-'')(^-<'X«-^)P /« ^ A -. .^ 

100. S = x/ —^ (a>6>c). 



46c 



102. S = 0T^ 



7* î* î* 

103. S = -l^. 



104. S= a —. 

r„ — r 



105. S = a — ^ 



106. S = i — ?. 

(a— 6)vj 



107. S = 



»•,-»•* 



108. S = "°(^^-*-^'). 
a 

110. S = vi*/^2i 1. 



ÉLÉMENTS ANGULAIRES 



la 
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111. A-i-D4-C = Tt. 

--_.. ..^ .^ . A B C 

112 . sin A + sin B 4- sin C = 4 cos - cos - cos - . 

2 Z iâ 



113 . sin A -t- sin B — sin G = 4 sin -- sin - cos - • 

2 2 2 



ABC 

114. cos A H- cos Bh-cos G = 4 sin - sin- sin ;r + i. 

2 2 2 



ABC 
115. cos A 4- cos B — cos G = 4 cos - cos - sin - — 1. 

z z z 



I 116. 
117, 



A B G . ir— A 7c — B it — G 

cos 7: 4- cos - 4- cos - = 4cos — - — cos — - — cos — ; — 
2 2 2 4 4 4 

A B G . . TT — A . ic — B TU — G 

cos - H- cos - — cos - = 4 sin — - — sm — ; — cos — - — • 
2 2 2 4 4 4 



,,« .A . B .G , . TU— A . ir — B . Tî— G . , 

118. sin -4- sin- 4-sin - = 4 sin — ; — sin — ; — sin — ; 1-1. 

2 2 2 4 4 4 

.,^ . A . B . G . 11— A t:— B . it — G , 

119. sm- 4-sin- — sm -- = 4cos — - — cos — - — sin — 1. 

2 2 2 4 4 4 



120 . sin 2A 4- sin 2B 4- sin 2G = 4 sin A sin B sin G. 

121 . sin 2A 4- sin 2B — sin 2G = 4 cos A cos B sin G. 

122 . cos 2A 4- cos 2B 4- cos 2C = — 4 cos A cos B cos G — 1. 
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123. cos2A + cos2B — cos2G = — 4 sin A sin B cos C-hi. 

124 . sin 4A -4- sin 4B 4- sin 4G = — 4 sin 2A sin 2B sin 2G. 

125 . cos 4A -h cos 4B 4- cos 4G = 4 cos 2A cos 2B cos 2G — 1 . 



^ . kA , kB . kC , , 

-4sin — sin— sm— • k=Am 
JL À ^ 

, M A:B fcG , , .- 

4cos— -cos-r-cos —-• A:=4w-fl 

2 2 2 

. . M . A:B . Â:G , . ^^ 

4sin TrSin -r-sin — - A:=4m+2 

2 2 2 

, M A:B AG , , .o 

-4cos-— cos -;r-cos--- A;=4m+d 

2 2 2 



126. sinA:A+sinÂ:B-hsinAC= 



127. sinAAfsinA;B-sinftC= 



m, entier. 



/ . M J:B . A:C 
-4cos -— COS-— sm -— • A:=47w 

2 2 2 

, kA . kB kC , , , 
4sin -r-sin tt^os--- /c=4f»+l 

2 2 2 

■ AA Â:B . AG , , o 

4C0S---C0S —-sin—- «^47n-h2 

2 2 2 

. . AA . A:B AG , , - 
-4sm — sin — côs -— • A:=4»i+3 
2 2 2 



m, entier. 



128. cos/cA+cos/cB i-cos/i:G= 



, kA kB kC , , , 

4cos-— cos-r-cos— — 1. k=4m 

2 2 2 

^ . kA . kB . kC ^ j , , 

4sin-;;-sin---sin-— +1. /v=4wi-l 

2 2 2 

kA kB kC , , , ^ 

-4cos— cos— cos— -1. A:=4m+2 

, kA , kB , kC ^ ^ , ^ 

-4sin — sin-;;-sin7--+i. A;=4wn-^ 
2 2 2 



m, en lier. 
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i5 



i29. cos/cÀVcosA;B-cosâ:C= 



\ 



, . /fA . kB kC ^ , ^ 
4sin--— sin — cos— -+*• k—Am 
2 2 2 

, /cA ^B . kC , , , , 
4cos— -cos---sin-;r — 1. A:=4m+1 
2 2 2 

2 2 2 

. AA A:B . Â:G , , , ^ 
— 4cos---cos----sin--r+l. /c-=4m+3 
2 2 2 



130. 
131. 
132. 
133. 
134. 

135. 

136. 

137. 

138. 
139. 
140. 



m, entier. 

cos* A -f- cos* B + cos' G = — 2 cos A cos B cos G + 1. 

sio^ A H- sin* B -h sin' G = 2 cos A cos B cos G + 2. 

sin* A H- sin' B — sin' G = 2 sin A sin B cos G. 

cos' A -h cos' B — cos' G = — 2 sin A sin B cos G 4-1. 

cos' kk 4- cos' kB -h cos' kC 
= 2(— 1)* cos A: A cos kB cos A;G -h 1. k, entier. 

sin' M -h sin' kB -+- sin' kC 
= — 2(— IJA cos kA cos kB cos AG + 2. A, entier. 

sin' k\ -I- sin' /cB — sin' /cG 
== — 2(— 1)* sin kA sin kB cos AG. /c, entier. 

cos' kA 4- cos' AB — cos' kC 
= 2(— 1)^ sin kA sin AB cos kC + 1. A, entier. 

..A .,B .,G ^.A.B.G ^ 

sin' -4- sin' - -h sin' - =—2 sin ^ ^i" ^ ^*" 2 "^ 



2^ . ^B G ^ . A . B . G _ 

cos' -4- cos' -4- cos'- = 2 sin- sin -sin-4-2. 



.A. ,B ,G ^ A B . G 

cos' - 4- cos' - — cos' - = 2 cos - cos - sin -. 
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A B C ABC 

141 . sin^ - -4- sin^ - — sin^ -- = — 2 cos -r- cos - sin ~ + 1 . 

2 2 2 2 2 2 

142 . sin' A 4- sin» B 4- sin» G 

A B G 3A 3B 3G 

= 3 COS ■— COS -- COS — -h COS-— cos — - cos — -• 

2 2 2 2 2 2 

143 . cos» A + cos^ B 4- cos» G 

. A . B . C . 3A . 3B . 3C , 
= 3sin 2 sin- sin - — sin y sin y sin y+1. 

144. sin* A -f- sin* B H- sin* G 

1 3 

= 5 cos 2A cos 2B cos 2G + 2 cos A cos B cos G 4- ^* 

445. cos* A 4- cos* B 4- cos* G 

= - cos 2A cos 2B cos2G — 2 cos A cos B cos G 4--- 

146. tg A4-tg B4-lg G = tg A tgBtg G. 

147. tgmA4- tgmB-htg wiG = tgmA tgmBtgwG. m, entier- 

148 . cotg mB colg mC 4- cotg wG cotg m A + cotg mk colg mB 

= 1. m, entier. 

149. cotg -4-cotg -4-cotg - = cotg - cotg - cotg ■^. 



X B, G , G A , A^ B , 
150 . tg - tg - 4- tg - tg - 4- tg - tg - = 1 . 



151 . sin A cos B cos G 4- sin B cos G cos A 4- sin G cos A cos B 

= sin A sin B sin G. 

152 . cos A sin B sin G 4- cos B sin G sin A 4- cos G sin A sin B 

= cos A cos B cos G 4- 1. 
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153. cotgA-4-cotgBH-cotgC 

= cotg A cotg B cotg C -H coséc A coséc B coséc C. 

154. tgBtgC-i-tgCtgA-htg^AtgB = 1 -h séc A séc B séc G. 

155. tg2 A tg« B lg2 G — (tg« A + lg« B -f- tg« G) 

= 2-+- 2séc A séc B séc G. 

156. tg»Atg'Blg'G-(tg»A-htg»B-*-tg3C) = ^'^^*^^*^^ 



cosAcosBcosG 



cotgB-f-cotgG cofgG-f-cotgA cotg A h- cotg B _ 
*^^' tgB-f-tgC "^ tgG + tgA "^ tgA-htgB - ' 

158. (l-^tg^)(i^-tg|)(i^tg^) = .H.2tg4tg|tg§. 



^gg tgA-i-tgB- tgC '^h'4^'4^ 

(sin A -H sin B 4- sin G)* 2cosAcos BcosG 



g cotg A 4- cotgB4-cotgG — 2(cotg 2A H-cotg 2B -h cotg 2G) 

ABC 
cotg-^ cotg -^ cotg ^ 

= (séc A — l)(séc B — i)(séc C - i). 

, A sinB + sinC 

161 . cotg — = 5 -' 

^ 2 cosB-hcosC 

sin 4A -4- sin 4B •+- sin 4G 



162. tg2A4-tg2B-+-tg2C = 



cos 4A H- cos 4B -f- cos 4G -+- i 



163 . (sin A -h cos A)(sin B -+- cos B)(sin C -+- cos C) 

= 2 sin A sin B sin G H- 2 cos A cos B cos G -i- 1 , 



i^^, cos A cosB cos C . 

sm B sm C sin C sin A sm A sin B 

Rcl. ent. éléra. triaDg;. 
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^''''' tgC'*'tgB^tg.A"^tgC"^tgB"^tgA 
= séc A séc B séc G — 2. 



166 J-tgBtgC ^ J^tgCtgA ^ l^tgAtgB 
cos* A cos* B cos* G 

3 



cos A cos B cos G 



167. sin fB-H^j + sin iG+^j-^-sin fA + -^j 

B — G G — A A— B , 

= 4 cos — : — cos — - — cos — : 1 . 



168 . sîn A sin (A — B) sin (A — G) + sin B sin (B — G) sin (B — A) 

-h sin G sin (G — A) sin (G — B) = sin A sin B sin C 
— sin 2A sin 2B sin 2G. 

169 . sin^ A cos (B — G) -h sin» B cos (G — A) -h sin» G cos (A — B) 

= 3 sin A sin B sin G. 
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.P.A ût b c ^^ 

170. =r = = 2R, 

sin A sin B sin G 



171. a = 6cosG4-c cos B. 

172. a«=i ft«-f-c^ — 26ccos A. 
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173. sin A = -r- ^p(p — a)[p — b){p — c)*' 

m. sin % = v/(P-y-'^>. 

2 ▼ 6c 



175. cos^ = v/^i^ 
2 V ôc 



176. tg^ = V^(^E?^IP^ 



P(P — a) p — a 



. A 

177. a = p 



B G 
cos — cos — 

2 2 



B — G 

cos 



178.*-^=. ^ 



. A 

sin — 



. B-G 
sin 



179. '-^=. 2 



A 

cos — 
2 



180 sin(A-^B) _ a^~6» 
sin(A4-B)~ c« 

181 ^g^ ^ c^ 4- g' — b^ 

' tgB "~i»2_^c2 — a»* 

182. asin(B--C)4-ô sin (G — A) -i-c sin (A — B) = 0. 

183 Q'sin(B~G) ^ ^^ sin (G- A) ^ c^sin(A~B) _^ 
sin A sin B sin G' 
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. B — C , . G — A . A — B 

a sm — - — b sin — - — c sm — - — 

I 9 9 a 

sin — sm — sm — 



. B — C ^ . C — A . A— B 

a sm — - — h sm — - — c sm —^ — 

m ^-H i--. |- = o. 

cos — cos — cos - 

2 2 2 



,^^ a« sin (B — C) 6* sin (C — A) c«sih(A — B) ^ 
sin B + sin C sin C 4- sin A sin A H- sin B 



iOT ^ jA i ,B 1 ,C p« 
a 2 6 2 c 2 aôc 



188. (6-c)tg— ^ h(c-a)tg— ^ — H(a-J)tg— y-=0. 



189. (ft + c)tg^-^+(c+a)tg^-^+(a-f-6)tg^-^=0. 



,^^ cos B — cos C cos C — cos A cos A — cos B 

190. 1 T 1 = 0. 

p — a p — p — c 



191. R=-\/ 

2 V sin A sin B sin C 

192 . a cos A 4- ô cos B + c cos C = 4R sin A sin B sin C» 



193. (1+cos A)(H-cosB)(H-cosG) = ^. 

2R* 



a sin A-t-6sin B4-C sin C a*4-ô*-4-c* 

194. z — rr = R ; • 

a cos A + 6 cos B + c cos G abc 
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195. tg-tg-tg-=-. 



._. . A . B . G r 
196. sin-s.n-sin^ = -. 



197. cotg - + cotg - + cotg 2 = 7' 



198. tg- + tg-+tg-=— j^. 

199. ^ = i±A±f 

r a cos A + 6 cos B 4- c cos C 

200. sin A-*-sinB4-sinC = §• 

201 . sin B sin G 4- sîn C sin A 4- sin A sin B = rrrr— — • 

4 H 

202. sin A sin B sin C = ^• 

203. cos A 4- cos B -H cos C = 1 4-0* 

»• 4- r* - -4R* 

204. cosBcosC4-cosGco8A4-cosAcosB = ■ 



4R» 



205. cos A cos B cos C = 5^ — w"^"^^' * 

206. a cotg A 4- 6 cotg B4- c cotg G = 2(R 4-r). 

MAP* .«A .«B ..G . r 

207. 8in»-4-sm«-4-sin«- =1 — — . 

-*«« , ôc sin A a sin B sin G 

208. h^ = = r— : . 

* a sm A 
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B C 

2p sin - sin - 

209. h^^ 1^. 

cos- 



210. h'^ = 2R cos A = a cotg A. 

211 . Ai = 2R cos B cos G. 



26c cos — 
212. / = ?. 



zbc sm - 
213. / = — ?. 



As# 1. ^c A 
214. /' = — cos-.. 



é>M^ » abc A 

2*5. /' =--7 r COS-. 

*» p(6 -h c) 2 



216 . a2 4- 6* + c^ = R(A^ cos A h- A^ cos B -I- A^ cos C). 

217. r^ = pig-' 



C B 

218. r^ = (p — 6) cotg- = (p — c) cotg-. 



«JA *D • A B C 

219. r„ = 4R sm - cos — cos - . 
« 2J 2 2 



,„ . A B — C 

r^4-r = 4R sm - cos — - — 
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221. r^-r = 4llsm»^. 
« 2 



222. r^ + r^ = 411 cos»J. 



223. r^_r, = 4Rcos^8iniy-?. 



224. a = r„(tg| + tg^). 



. B ;. G 

o sjn 5- sin 5- 
225. r.= ^-r— ^' 

cos- 
2 



B C 

a cos - cos - 

226. r, = ^^. 

cos ~ 



'B C 

227. r^ = r colg - cotg -. 



228 . r^ 4- r^ -H r^ = 3R + R(co8 A -f- cos B -f- cos C). 

r A B G 

229. r^r.r. = abc cos - cos - cos -• 

a D e 2 2 2 

A R P 

230. r/jr^cotgg cotgg cotg- = p». 



231. r = 






2 cos -T cos - 
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I. • A. 
A.sin — 

232. r, = - 



28m-sin- 






234. AO'^P^Zf- = 



r 



A A 

cos Y sin y 



. B . C ^ . B G 

psm — smj 2asin-sm^ ^ 

235. A0'= r ~= _- s=4Rsm---sin~- 

^ nr..^ ^^^^ smA . 2 2 



cos— cos— CO8-5. 



236. AOa= '-^ = 



A .A 

cos-r- sm-r 
2 2 



237. AO» = .^Zlf = _:L_ 
A A 

sin— cos—- 
2 2 



238.0'0,«— ^=:4RsmA. 

cos--- 
2 



289. OA = — ^ ^ 4R cos J. 



240. ÇiÇe sin A + q^qa sin B -+- Çaqt sin C = 

B ^ G 
2+V^cCos^ 



241 . y/yi cos j + ^yl cos "l H- y/çî cos ^ = 0.^ 



242. S = 

243. S = 
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bc sin A 
2 

a' sin B sin G 



244. S = 



2 sin A 
abc^ sin (A— B) 



2(aa — ô«) 

(g» — 6') sin A sin B _ a» — ft» 

"" 2 sin ( A — B) "" 2{cotg A — cotg B) ' 

246. S= ^ 



A-+-B — G 
*t^- 5 



I3 



247. S = ^\/a^b^c^ sin A sin B sin G, 



248. S = p«tg|tg|tg|. 



A/o ^ aôc A B G 

249. S = — cos — cos - cos - . 
p 2 2 2 



250. S = y abcp sin — sin — sin — 



. A . B . G 

— - sm -- sin - 

2 2 2 



251. 8 = 



P' 



252. S = 



"A B r 

cotg -4- cotg- -H cotg-. 



253. S = 



4(cotg A + cotg B -h cotg G)* 
a* sin 2B + b^ sin 2A 
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254. S = 2R« sin A sin B sin G. 

255. S = RasiQB sin G. 

A B G 

256. S = 4Rp sin - sin - sin — • 

2 Z s! 

257. S = — f a cos A-i-6 côs B + ccos g]- 

258 . S = Rr (sin A.-*- sin B -h sin G). 

259 . S = - R« [sin' A cos (B — G) -+- sin» B cos (G — A) 

4- sin» G cos (A — B)l • 

260. S = R^^sinA. 

261 . S = — (à^h^ coséc A -h b^k^ coséc B + c"A^' coséc G j • 



262. S = 



3{cotg A 4- cotg B -H cotg G) 



^^^ r. 2 , . ,. sin A sin B 
^•S = 3H-'»-) sin(A-B) ' 



B — G 



264. S = - lj.b + e) sin - = - /„a cos — ^ 

265. S = l l^,{b-c) cos ^ = l l,,a sin '^. (6> c). 

A B f 

266. S = r^ cotg - cotg - cotg ^ ' - 
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267. S = rJcolg^tg|tg|. 



268. S = r« cotg ^ -♦- 2Rr sin A. 



269. S = rr^cotg~ 



270. S = r,r,tg|. 



2yj g _. r« (sin A + sin B 4- sin C)» 
"" 2 sin A sin B sin C 

272. S = l\/^r.0fi^.0fi^.0J)^. sin A sin B sin G.' 

070 o (P — ^)' sin A + (p — . 6)» sin B H- (p — • c)« sin G 

" ^TTa — TTb — Tg\ 

2 ( sin' - -f- sm' - + sm' - J 



DÉMONSTRATIONS 
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La formule 1 est établie dans tous les traités de géométrie. 



Formule 2. 




D C 



On en tire 



Dans le triangle rectangle ADG, on a 

Âd" = ÂC'— CD"; 
pour calculer CD on se sert de 1 égalité- 

AB* = ÂC*4-BC* — 2BCXCD, 

c« = É« + a*--2aXGD. 



ou 



CD = 



2a 



en remplaçant dans la valeur de ÂD*, on obtient 



4a» 4a« 

Nous avons au numérateur une différence de deux carrés ;. 
on peut donc écrire 
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M _ (^«^ + g' + 6* — c')[2a6 — (a» +b* — e«)] 
" ~ 4a» 

[(a + 6l« — c'][c' — (g-^)'] 
~ 4a« 

_ (a + 6 + c)(g + 6 — c)(c + g — 6)(c— a + A) 
4^i * 

En posant a + 6 + c = 2p, 
on obtient ô-f-c — g = 2p — 2a = 2(p — a), 
c + a — 6 = 2(p — b), 

a + 6 — c = 2(p — c), 
et par suite 

^. 4p(p— «)(P— ^)(p — g) , 



d'où 



K= 



:\/p{p — a){p-b){p-c). 



Formule 3. 



S = \/p{p'-a)(p — b)(p — c). 



On obtient cette formule en remplaçant A^ par sa valeur (2) 
dans la formule S = - aA^ (1). 



Formule 4. 

S = pr. 




L'aire du triangle ABC est égale 
à la somme des aires des triangles 
O'BG, O'CA et O'AB. Or, ces trian- 
gles ont pour hauteur commune 
le rayon du cercle inscrit, leurs ba- 
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ses sont les côtés du triangle ; on a donc 

b-hc)r 



ar 



hr cr {a • 



2 



= pr. 



^=\/^^ 



Formule 5. 

— a)(p — 6){p — c) 



g 
De (4) on tire r = - , 

P 
et en y remplaçant S par sa valeur (3), on a la formule de- 
mandée. 



Formule 6. 
mh = bc. 



Menons le diamètre AE du cercle circonscrit et tirons BE. 
Les deux triangles rectangles AGD et 
ABE sont semblables, puisque l'angle 
BEA est égal à l'angle DCA comme 
ayant môme mesure. On a donc 

AB _ AE 
AD"" AC' 
ou AB X AC = AD X AE, 

bc = 2RA.S 
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Formule 7. 

abc=^ 4RS. 



Multiplions par a les deux membres delà formule 6; on a 
abc = 2RaA^, 
el comme 2S = aA^, il vient la formule demandée. 



Formule 8. 

bc -^ca'-\-ab = p* -}- r* -H 411?*. 



De la formule 5 on tire, en élevant au carré les deux mem- 
bres, 

pr^ z=i(p — a){p — b)ip — c) 

= p' — p*(û + ô 4- c) -h p{bc 4- ca-^-ab) — abc, 
ou, en remplaçant a-\-b-\-c par 2/>, 

pr^ = — p^-\- p{bc -^-ca-^ ab) — abc. 

Or, la formule 7 donne 

abc = 4RS 
ou, en tenant compte de 4, 

abc = ARrp. 

Remplaçons abc par cette valeur dans la formule précédente, 
divisons par p ; on obtient 

r* == — p^ -\- bc -i- ca H- ab — 4Rr, 

ou bc-\-ca-hab = p* h- r' 4- 4R7\ 
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Formule ,0. 

a« H- 62 4. c» = 2p« — 2r» — 8Rr. 



On a • « y., y^ 

a*-f- ô* -f- c" = (a -+- 6 -h c)* — i{bc 4- ca 4- aô). 

Remplaçons a-i-6-Hc par 2p et 6c-hca-haô par sa 
valeur déduite de la formule précédente; il vient 
a> + 6* + c» •= 4p= — 2(p* + r* 4- 4Rr) 
= 2p« — 2r* — 8Rr. 



Formule 10. 



; \n„ ^, a, + a., ■(!;+{+£) = (« + ôh- cj (i ^i" V|) ■ 



' Remplaçons dans le premier nombre A^, At, Ac respective- 

2S 2S 2S' , . -, . , 

ment par — , -j-, — ; 1 expression devient 
abc 

/2S ^2S 2S\/(î f> c\ _^/l 1 1\ ! , . ^ 



A« -H At H- Ac = 



Formule 11. 

6c 4- ca 4- a6 



2R 



àc 
De 6 on lire , . A« «= ---,. 

2R 

Bel. eut. élém. Uriang. 
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puis les deux formules analogues 

. ca . 

en ajoutant, on a la formule demandée. 



Formule 12. 
K h K 



. Soit M un point quelconque situé à' Tintërieur du. triangle 

ABG. Les deux triangles 
ABC et MBC ayant môme 
base BG sont entre eux 
comme leurs hauteurs ; 
donc 

MBC_ t^ 
ABG " A/ 
On a de même 




MGA_ ^ 

ABG -A/ 

MAB _ t^ 

ABG "" r^' 

En ajoutant ces trois relations membre à membre, on a 



(A) 



OU 



MBG + MGA-hMAB __ ^ 
ABG "^ h^ ' 

(^ ^ ^- ABG 



4-f 



r 



h. h, h, ABG • 
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Remabque. «• Cette relation n'a plus lieu si le point M est à 
Textérieur du triangle, car dans ce cas on ne peut écrire 

MBC -h MCA -+- MAB = ABC. 

Il importe alors d'indiquer comment la formule 12 doit être 
modifiée. Pour cela, on peut observer que les trois côtés du 
triangle divisent le plan en sept régions ; la région intérieure, 
puis six autres régions extérieures, que nous désignons par les 
numéros (1), (2), (3), (4)', (2)', (3/. 
Pour tout point M^ de la région (1), on a 

M,CA -i- M^AB — M,BG = ABC, 

ce qui donne, en tenant compte des relations (A), exactes pour 
todt point du plan, 

% h K 
On aurait des formules analogues pour les points des régions^ 
(2) et (3). 

Considérons maintenant un point M/ de la région (1)'. On 
voH aisément que 

m;bc — m;ca — m; AB = abc, 

d'où l'on déduit 

^n h t, 

a e j 

On peut obtenir une même formule pour tous les points du plan 
â Faide de la convention suivante : 

Désignons par t^ un nombre algébrique dont la valeur absolue 
soit la distance du point M au côté BC et dont le signe soit le 
signe + si le point M est par rapport à BC du même côté que le 
sommet opposé A^ et le signe — dans le cas contraire ; en suppo- 
sant que ïi, et t^ soient des nombres algébriques analogues, on aura 
la formule 12 quelle que soit la position du point M dans le plan. 

Les nombres <^, <^, t^ ainsi définis sont appelés les coordonnées 
trilatères du point M. , : 



se 
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Formule 13. 




On a la relation 

BG' = ÂB*H-ÂC'— 2AG><AD^ 
ou 

Mais le quadrilatère IIDCD' étant ins* 
criptible,ona 

AD'XAC = AUX AD = h'X. 
Donc 

f^aha = S • 



De même, 



c*-\-a* 


-6» 




2 






a'-f-é» 


— c» 




2 


, . 


• i 


h.h'.-+- 


a2 4-Z>» 


-hc« 



(. ■ ■ 

et| en ajoutant, 

c'est la formule demandée. 
Nous avons supposé que le triangle n'avait que -des angles 
aigus. Supposons maintenant que Taur 
gle A soit obtus, un aura 

BC' = ÂB*4-ÂC'-^2AGXAD', 
d'où Ton déduira 

Mais on a comme plus haut 
Mb == r- , 




hX = 



a2-+-6« — c» 
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on en déduit - 



La formule 13 n'est donc vérifiée que si le triangle n'a que 
des angles aigus ; dans le cas où le triangle a un angle obtus, 
il faut mettre le signe — devant celui des trois produits qui 
correspond à l'angle obtus» 

On peut aussi rendre la formule 13 générale à condition d'y con- 
sidérer Ai, AJ, hç comme des nombres algébriques qui seraient les 
coordonnées trilatères du point H par rapport au triangle obtenu 
en menant par les points A, B, G des parallèles aux côtés opposés. 

On vérifiera sans peine que toutes les formules suivantes où figu- 
rent ces quantités sont générales avec ces conventions. 



Formule 14. 



Les quatre points B; G, D' et D* (figures précédentes) sont 
sur un cercle ; donc 

HBXHD';=HGXHD% 
ou 

et en considérant le quadrilatère inscriptible GAD'^D^ ou 
aurait 

La formule 14 est établie. 

Pour que cette formule soit générale, en y considérant h'a, K 
et-Aé comme des quantités algébriques affectées de -signe, il est 
nécessaire d*y considérer aussi AJ, Aj, AJ comme des nombres 
algébriques. 

On supposera que Aï, hl et hl sont les coordonnées trilatères du 
point H. (Voir 12, Remarque.) 
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♦ Ainsi, dans la seconde figure du b9 13, h^ sera positif, AfJ et h^ 
seront négatifs. On aura toujours 



Formule 15. 




Soit F le point où la hauteur AD rencontre le cercle cir- 
conscrit. Les deux triangles BHC et 
BFG sont égaux, car ils ont le côté BG 
commun ; en outre 
ŒF = GAF, (môme mesure) 

CAF = HBC, 

comme complémentaires du même an- 
gle G ; donc 

CBF=:HBC; 

on verrait de même que 

BCP = HCB. 
Ges deux triangles étant égaux, les cercles qui leur sont cir- 
conscrits sont égaux. Or le cercle circonscrit à BFG est le 
môme que le cercle circonscrit au triangle ABG ; il en résulte 
que le rayon du cercle circonscrit au triangle BHG est égal 
à R, et en appliquant la formule 6 à ce triangle, on a 

HBXHG = 2RXHD, 
ou 

Gôtte formule subsiste dans tous les cas, en tenant compte des 
signes. 
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Formule lÔ. 



Il suffit d'ajouter la formule 15 aux deux formules ana- 
logues : 



W 



2RA^. 



Formule 17. 



On multiplie les trois formules qu'on a ajoutées dans le nu- 
méro précédent. 



Formule 18. 

a: = 2a . 




I et r sont les milieux de BC et 
de AC. Les deux triangles ABH et OU' 
sont semblables comme ayant leurs 
côtés parallèles, et comme ir est la 
moitié de AB, on en conclut que 01 
est la moitié de AH, c'est-à-dire que 



4*^' 
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Formule 19. 



Dans le triangle rectangle OIC (figure précédente) on a 

Chassant le dénominateur et tenant compte de 18, il vient 
On établit de même que 



Forn^ule 20. 




En tenant compte de 18, on peut 
écrire cette formule 

ka-h kb-\- kc = (R'+-r) ; 
c'est sous cette forme que nous allons 
rétablir. 

Dans le quadrilatère inscriptible 
Aror, on a 

OA X ir = AI' X or + ai' x or, 

ou 



ou 



On a de même 



bkc -h ch = àR- 

cka'^akc= *R, 
akb -h bk^ = cR. 



(A) 
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Ajoutons membre à membre; il vient ' 

*«(ÔH-c) + fe(c-+-a)-HAc(«-l-^)=(a-^*+<^)R» 
qu'on peut écrire , 

(ka-^h+k;){a -H 6 + c)— aia— bh — cke = <et H-A-+- c)R, .. 
ou 

2p(A:a -H Ai + ke) = 2pR -h aA^ Hh 6*6 -h c*e- 
Or écrivant que Taire du triangle ABC est égale à la somme 
des aires des triangles OBC, OCA et OAB, on a 

aka-^bkb -4- ckc = 2S = 2pr ; 
en remplaçant, on obtient, après avoir divisé par 2p, 
*« ■+- Aft -t- Ate = R 4- r. 

Remarque. — Cette formule n'a lieu que si le triangle n'a pas 
d'angle obtus. Dans le cas où l'an- 
gle A est obtus, le point n'est 
plus à rintérieur du triangle, il se 
trouve dans la région (i) (figure du 
n® 12). En considérant toujours les 
quadrilatères Ol'Ar, OBI'I et OGl'I, 
on obtient les mêmes formules (A), 
où ka est remplacé par — *«• 

Observons aussi que dans la même 
hypothèse on a 

— aka + àkb-^ckc^^ÈS; 
on obtient alors là formule 

— Aa-+-A:64-A;e= R-f-r. 

Si Ton suppose que kay kb, kc représentent les distances dq 
point aux trois côtés affectées du signe + si le point se trouve 
par rapport à chaque côté dans la même région que le sommet op« 
posé, et du signe — dans le cas contraire, en d'autres termes que 
hat kb, ke sont les coordonnées trilatères du point (12), on aura 
toujours 

ka-hkb-hke^^-^r. 

Remarquons de plus que si ha, h'bf hi sont les quantités algé- 
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brj(iiiQ& définies au numéro 13, on aura dans tous (es cas 

car on yoU. aisément que h^ et k^ ont toujours le même signe ; on 
aura donc la formule 

^a + ^* + ^; = 2(RVr). 



Formule 21. 



Il suffit d'ajouterles relations {A) du numéro 20. 



Formule 22. 



Remplaçons dans le premier membre fc^, A^, k^ par les va- 

h' h' h' 

leurs égales -f , J. ef -^ (18) ; on obtient 



mais de 15 on déduit. 

■ -, . h',h-==mhl; 

donc , t, 

et, en tehapt compte dé 1, 
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Formule 23. 

4(*ji, -f- kX ^ Kh) = Ac 4- ca 4- o^ — 4R(R -f- r). 



On peut écrire 
oa, en tenant compte de 16, 

= 2R[A, 4- A4 + A«- (A; + K + AO]- 
Or, les formules 11 et 20 nous donnent ,, 

en remplaçant, on a 

j^^i^U^ 4- A^yfc^ 4. A^A^) = ôc + ca 4- ai — 4R(R 4- r). 



Formule 24. 

*(Ma + Kh + KK) = «* + *' H- <^'- - ' 



C'est la formule 13 où l'on a remplacé 6^, A'^ et }i[ par 
leurs valeurs tirées de 18. 




Formule 25. 

4(*î -^ *6+ *?) = 12R*— (a» -h6»4-'c»). 

Dans le triangle rectangle OIG ob a 
4)tj = 4R» — a», 

4A| = 4R«-6S ^ ' 
- 4ft2 = 4R* — c^ 
En ajoutant membre à membre, on a 
la formule demandée. 
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Formule 20. 

'i c \ ■ abc 



/a b e \ 



'y'a'^V*e 



On peut écrire cette formule, en chassant le dénominateur, 

i{ahkc-^ bkcka-i-ckakb) = abc. 

Or AkA = hX = 2RA;. (18 et 15) 

On a donc 
. 4{âA=5*,> bkX -h ckakj,) = 2R[aA: -+- bhl -+- ch',] . 

Mais ahl -h bhl -^ <^K ^st égal à 2S, en considérant Taire du 
triangle ABC comme la somme des aires des triangles HBC, 
UGA et HAB. Le second membre de la relation devient donc 
4RS ou abc, d'après 7. 



Formule 27. 



'.(T*l)-''(M)-*-(i-ï) = «»- 



Les triangles ABD' et OBI sont semblables, car ils sont rec; 
tangles, et Tangle BOI qui a pour mesure la moitié de Tare BC 
est égal à Tangle A du triangle ABC ; 
donc on a 
^^ v^ AD' 01 

d'où Ton tire 

AD' = -^. 

De même, 

^kc , 




D'C = 



R 
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en ajoutant, 



cka 4- okc 



R 



-*, 



ou 



# r» 

l -f- -T- /rc = R. 



On obtient de la même manière les formules suivantes : 

— 'A:6-h — A:a = R, 
. c c 

b c . .-. ii' 

-Ac + ~^6 = R. 
. ût a r , 

En ajoutant ces trois relations, on a la formule demandée. 

La démonstration est supposée faite dans le cas où les trois 

angles soïit aigus. On la modifierait aisément dstns le cas d*un 

angle obtus, et oa démontrerait que la formule subsiste avec 

les conventions de signe dont nous avons parlé au numéro 20. 



Formule 28. 



1 



m, = ^^%à^^c^)-aK 



Dans le triangle ABI, on a 

ÂB^ = Al* -h BÏ' -f- 2BI X ID. 
Dans le triangle AGI, 

Âc' = ALVGi'-2CIXlD. 
. . En ajoutant, il vient 




I D 



AB'+AG* = 2AiV2Ci\ 



ou 



6t^c« = 2mî+2-^ 



,onen tira 



4* 



ou 



ma=^V^2(62-hc')-a*. 
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Formule 29. 



4 



De la formule 28 on déduit 



a-lià^ + c^)-^' 



On a de môme 

Ajoutons ;.îl vient 

'wl + ml + mj = i[2(a* + *« + c«)] -^(aV+6«4-c») 



Formule 30. 



Menons les médianes BI' et CF, qui se coupent en G, et 
joignons les milieux J' et J"' des seg- 
ments BG et GG. 

Les droites IT et JT, joignant les 
milieux de deux côtés dans les trian- 
gles ABC et GBC, sont parallèles à 

BC 
BC et égales à — • Donc la figure 

l'W'J* est un parallélogramme ; ses 
diagonales se coupent en parties égales ; donc 

' GI' = GJ' = ^. 

et la formule est établie. 
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Remarque. — On s'appuie sur cette propriété pour établir 
:iue dans un triangle les trois médianessont concourantes. 

En effet, nous démontrons que la médiane CI' passe par le 
point G de la médiane BI'^ tel que GB = 2GI'. Un raison* 
oement semblable servirait à démontrer que la médiane issue 
lu point Â passe p^r ce même point G. 



Formule 31. 



/a = jijrcVP(p-^^- 



Menons la bissectrice AL^ qui rencontre le cercle circonscrit 
en N, milieu de Tare BC. Les deux trian- 
gles ALB et ACN sont semblables, car ils 
ont les angles en A égaux et 

ANC = ABL, 

comme ayant même mesure. Donc, on a 

AB _ AN 
AL'"AG' 

ou ABXAC=ALXAN = AL(AL-+-LN)=ÂL'-t-ALXLN. 




Or 

donc 
ou 

Or, on a 
on en tire 



ALXLN = BLXLG; 

AB X AG = ÂL* + BL X LC, 

al" = AB X AG — BLX LG. 

BL GL BG 

AB 



AC ABH-AG' 



BL = 



ac 



LG = 



ab 



et la valeur de AL devient 



i« 



AL =6c 
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a^c _ àc[(h-^eY — a*l 



{b^cy 



(/i-hc)» 



n — ^c(^ -^ c -h a) (6 -+- c — g) _ 46cp (p — r g) . 



^« = iri:rv/p(p-^^)*** 



Formule. 32* 



/i« = ^— ^y/(;>-^)(p-c)6c. , (ô>c) 



Menons la bissectrice extérieure ALi de Tangle A ; elle ren- 
contre le cercle circonscrit au 
point' Nij diamétralement op- 
posé au point N. Les deux 
triangles ACNi et ABLi sont 
semblables ; en effet, 

NiAG=BALi; 
puisque ALi est bissectrice; 
ensuite 

ANiC= ABLl, 

€omme étant supplémentaires de Tangle ABC. On a donc 

AB _AN* 
ALi"" AG' 

ou ABXAC = AiiX AN» = ALi (LiNi-AL,)= ALiXLiNi — ÂLf . 





■■' ' 


^ 


r. . 


^ 


4 


y 
\ 


^ 


Li 


B\ 




^ 



N 



Or, 

donc 
ou 

Or, on a 



ALiXLiNi = LiBXLiC; 
AB X AC = LiB X LiC — ÂLÎ, 
ÂLÎ = LiBX LiG — AB XAC. 
LjB LiC ^ BC 
AB""AC ""AC — AB* 



ÉLÉMENTS LINÉAIRES 49 

rx .. » ^ (^c , ^ ah " 

On en tire LiB = 7 > LiG = t » 

— c h — c 

et la valeur de ALi devient 

A^i = 71 79 — OC =z -r 5 

_ bc{a + 6 — . c)(fl — ^ + c) ^ 4^c(p — 6)(p— c) 
*« "■ {b — cy {à — cy ' 

ha = lAz\/6c(p---b){p^c). 



*i«-^_c 



Formule 33. 

Wc^ = /;(* + cy + /î^(6 — c)«. 



Remplaçons /J et /|^ par leurs valeurs, déduites des formules 
31 et 32 ; tout revient à démontrer la relation 

AbV = Abcp (p — a) + Abc (p — 6) (p — c), 

ou bc = p[p — a) -h{p — ô)(p — c). 

^^f P(P — «)+(P — *)(P — c)=p* — ap-hp*— p(ô-f-c)-t-6c 

= 2p*— p(a+ô+c)4-*c = ôc, 
ce qui établît la formule. 

Mais on peut aussi établir cette formule géométriquement 
sans calculer /^ , ni l^^. 

Menons par le point B des parallèles BR et BS aux deux 

bissectrices. Les triangles ABS 
et ABR sont isocèles, puisque 
les côtés BS et BR sont res- 
pectivement perpendiculaires 
aux bissectrices des angles 
opposés. Donc AB = AS = AR. 
Par suite 
RS=2c, GS=r6— c, CR=b'hc. 

Rel. ent. élém. trianff. 4 
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Or, on a 

BS es BR_CR 

ALi~CA* AL""CA* 

On en lire 

BS= ^—- BR_ ^~; 

et dans le triangle rectangle SBR, on a 

En remplaçant dans cette relation BS et BR par leurs valeurs 
calculées, et chassant le dénominateur ^^ on obtient la for- 
mule demandée. 



Formule 34. 



-Ti — Trr'^-rr = ^^ {a>b>c) 



*a la 6*16 ** c le 



Dans le triangle rectangle ALLi on a, en égalant deux. 

expressions de la surface, 

ALXAL, = LLjXAa- 
Or, 

ac ac 

LU = BL+BLj = rr- -H r-^. 

B L C d'après les valeurs calculées aux 
numéros 31 et 32 ; 
donc 




et par suite 



On en tire 



Via — ^rz72- 

«Via "" 2a«6cA^ "" AabcS ' 
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§1 



et de même 



On en (Mduit 



i 



a^'-c^ 



1 a^ — b^ 
4aôcS ' 

1 

4- 



ciAc 



<^hka Wlb 



^IJic 



0. 



Formule 35. 



Menons la bissectrice AL, 1& hauteur AD et abaissons Q'K 
perpendiculaire sur BC. On a 

O'L AL AO' 




ou 



O'K ~ AD ~ AD — 0'« 



r. L 



r h. L — r 



(A) 



LKD C 



On en lire 






r CL 
Or, on a 7- = -- , puisque 2pr = àA^ = 2S ; 

et en remplaçant l^ par sa valeur (31), il vient 



donc 



i=i'-è)= 



'.=\/^^- 



On aura des expressions analogues pour î^ et V^ , de telle 
sorte que 

' = -— Ip — a + p — ô+p — cl = abc. 



al'i-^-bV^ + ol'^: 
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Formule 36. 






ou 



De la relation (A) du numéro précédent on tire 

A __ c-t-a 
'1 ^ -h 6 



de môme, 



Multipliant membre à membre ces trois égalités^ on a la for- 
mule demandée. 



-^FormuleS?. 

Ub^'c __ ahc 
r ~y 



Nous- avons obtenu dans le numéro 35 

V p 

On a de même 






• VT^7'^ • 
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Faisons le produit : 

Vft'c- V — pi y V p 

ou^ en tenant compte de S, 



OU 



^'J'bh abc 

r p 




Formule 38. 

-V JITa 



On a 
tr. ABC = tr. O^^GA + tr, O^AB — tr.O^DG, 

ou 

On en déduit 



^ p — a p — a V p — a 



On a 



Formule 3^9 


Rr 


abc 


R 


abc 


r : 


p' 



(7) 



En multipliant membre à membre, on a la formule demandée. 
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Formiile 40. 

abe 



Rr = 



' *(p-«) 



On a .R = "±^ (7) 

^' = ~ (38) 

Uultipliant membre à membre, on a la formule demandée. 



Formule 41. 



On a 



▼ p — a 



Il suffît de multiplier membre à membre. 



Formule 42. 

r p — a 



Cette formule résulte des relations 

S = pr == (p — a)r^. (4 et 38) 
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Formule 43. 



Mr7-')(?-)(?-)- 



Nous avons trouvé dans le numéro précédent 
r p — a * 



donc 



'^_i = -5 — 1= « 



r p — -a p — a 

de môme 



r , p — ô 

r p — c 



En multipliant membre à membre, on a 

(7-0(7-0(7-0= (p-a)(p-6)(p-c) =^ ('«"> 

(4) 



_4H 
r 
On en dédait la formule demandée 



Formule 44. 



On a '•» = J^IIé' (38) 

S 
r — , 

* p — c 
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d*où r.r^ = r 7-- : = pip — a); 

de môme, rjr^ = p[p— 6), 

'a''ft = P(P — c)- 
En ajoutant, il vient 

Vc-^Va-*- V* = P(P— «)+P(p — *) + P(p— c) 

= 3p* — p(a4-64-c) =3p* — 2p* = p^ 



Formule 45. 



v/^" 



"* r S (f — a)[p—b){p—c) 

V 
_ P*{p — a){p—à){p—c) ^ , 
(p-a)(p-6)(p-c) P- 



Formule 46. 



s s s 

''''»*'c _ p ' p — A ' p — c S* (p — a) 

~~ S ~P(P-*)(P — c) 

p — a 

^p(p-a)'(p-^)(PZ:Ç)^(^_,^,^ 

p(p — 6)(p— C; 
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Donc 



de même, 






et 

En ajoutant, on obtient la formule demandée. 



Formule 47. 



On a (38) 



- " - "" S "^ S ■*" S "~s""r 



Formule 48. 



= 4R. 



On a 

_ ' S S _ S(2y?— ft — c) aS 

On calcule de la môme manière ^•^"^^a ®* ^a + ^ô^ ^'^ 
faisant le produit on obtient 
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abcS^ 

_ a beSp (p — g) (p — b)(p — c) 
{p-ay(p-bnp-e)* 

__ abcpS _^abcS^abcpr 

~* (p— a)(p— ô)(p — c)""" r* "" r' 

aàcp 
r 

D'autre part, la formule 44 nous donne 
On en déduit 

''ô^c + Va+^'a^ô pr S 



Formule 49. 

\r« r^ r^/ \r^ -*- r^ -i- rj 



On a 
a 6 c _ a{p — g) 4- 6(p — 6) -f- c(p — c) 
^^ ''a r^ ^ 

a e 

p(a-4-^-t-c)^(flâ-4,^84-c8) _ 2y^8— (a«^,^>«-|,c«) 
~ S . "" S ' 

D*autre part, 

g-f-^-hc 2p 



p — a p — b p — c 

2p(p — a)(p— 6)(p — c) 

S[(p— ^Xp-c)+(p-c)(p-g)H-(p-a)(p~-6)] 
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2S^ 

S[3^* — p (2a 4- 2ô 4- 2c) + ^c -i- ca + a6] 

2S 



— p* 4- 6c 4- ca 4- a^ 
On en déduit 



^_^i_^c\f a-hb-^c \ 2[2p»—(a«+6^ + c')] 

bc + ca-haà 



(~-\^ c\/ o + fe-4"C \ 2[2p» — 

Or, il est aisé de voir que 

2p«^(a«+ft»4-c») _3 
. — 'p^ + bc-^ca-^ab" ' 

ou 4p* = a»4-6*H-c*+2(6c-f-ca-ha6) = (a+^H-c)*. 

T^ fa b e\f a-hô -i-c \ 
Donc (~H h-)( ) =4. 



Formule 50. 
a = . 



On a TU, au numéro 48, que 

_ aS 



On en déduit 



>•.(*•* + >•») _ S aS ^ aS» 

p (p_a)p'(p — 6)(p — c) ~p(p— a)(p — 6)(;>— c) 
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Formule 51. 



^ • S S aS 

Ode r. + r= -+ 



c 



p — b p-^c {p--à)(p — c) 

S S ' aS 

r — r = = — • 

^ p — a p pip-'O) 

Ajoutons membre à membre ; il vient 

^a-^^6-+-^c""^='«Srr -rr} : -+" -7 A 

^ * L(p — ô)(p — c) p(p — a)J 



= aS 



p(p — a)(p — b){p — c) 
2p2 — p (a 4- ô 4- c)-4-éc 



On en déduit 



(7) 



On peut établir cette formule à Paide de considérations géo- 
métriques, qui nous donneront en môme temps quelques pro* 
priétés remarquables des cercles inscrit et exinscrils. 

Nous ferons auparavant les deux remarques qui suivent. 

!'• Remarque. — La droite qui joint les milieux des côtés non 
parallèles d'un trapèze est égale à la demi-somme des bases si le 
trapèze est convexe et à leur demi-différence si le trapèze est 
concar^. 

Soit MN la droite joignant les milieux des côtés non parai- 
lèles AC et BD. 

Tirons AN, qui rencontre CD au point E. Les deux trian- 
gles ABN et NDË sont égaux, car les deux côtés égaux BN et 
ND sont adjacents à des angles égaux ; donc AB = DE. 
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Par suite, si le trapèze est convexe, CE est égal à la somme 
des bases; si le trapèze est concave^ CE est égal à la diffé- 



B 



B 




M, 




N 



.M 



D 



rence des bases ; et comme MN est la moitié de CE, le théo- 
rème est démontré. 

2« Remarque. — La longueur de la tangente issuç d'un des 
sommets A, B, C â l*un des cercles 0', 0^ 0^ 0^ est obte- 
nue en prenant dans le tableau ci-dessous le nombre qui se trouve 
■à la fois dans la colonne horizontale placée en face du sommet 
d'où l'on mène la tangente et dans la colonne verticale placée au- 
desso^is du centre du cercle auquel on mène la tangente. 





0' 


Oa 


0* 


Oe 


A 


p—a 


V 


p — c 


p-b 


B 


p-b 


p — c 


P 


p — a 


C 


p — c 


p-b 


p-a 


P 



Nous nous appuierons sur ce que les tangentes issues d'un 
point à un cercle ont même longueur. 
Considérons d'abord le cercle inscrit 0'. On a 

AK'+AK'=AB+AG— BK'— CK'=2p— 2(BK-i-CK) = 2p-2a, 

ou 
A 2AK' = 2/) — 2a, 

Ky-\ .,, AK' = p — a = AK\ 

On verrait de môme que 

BK" = BK = p — 6, 

CK' = CK = p — c. 
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Pour le ceçcle exinscrit 0^, on a d'abord 

ak;+akî = ab+bk;4-ac+ck; = ab+ac4-bk,4-ck,, 

2AK{ = 2p, 

AK} = ak; = p. 

Rn outre, 

BK, = BK; = AK; — AB -p — c, 
et 

CK^ = ck; = ak;— AC = p— 0. 

La démonstration est la même pour les 
autres cercles exinscrits . 
Il résulte de la 2* remarque que BKi = CK = p — c et 
CK, = BK3 = p — a ; par conséquent le point I, milieu 





de BC, est aussi le milieu de KKi et de K^K,. Dès lors, la 

droite NN', perpendiculaire à BG au point. I, rencontre les 

droites O'O^ et 0^0^ en leurs milieux, qui se trouvent être 
ainsi les points N et N'. 

On a donc O'N = O^N et O^N' = O^N'. 

Mais, d'après la première remarque, en considérant le trapèze 



ÉLÉMENTS LINÉAIRBS 



63 



concave O'KO K., on a 



IN = 



0,K,-0'K r^-^r 



2 i 

De même, dans le trapèze convexe O^KgO^Kj, on a 



IN' = 
En ajoutant, il vient 



0,K,+0,K3 



IN + IN' = 2R = 



^-h^t-^^'c — r 



ou • r^ + r^ + r^ = 4R -h r. 

C'est la formule demandée. 

Remarquons que le triangle O'BO^ est rectangle ; BN étant 
une médiane, est égale à la moitié de l'hypoténuse ; donc 

EN = NO' =; NO^. 
De même dans le triangle rectangle 0^60^, EN' étant médiane, 
on a 



BN' 


= N'Oj = N'O,. 


k - 


Formule 52. 

r + r^-i-r^-^r^ 


"a - 


4 



On a A. = 01 = 



IN' — IN 




Or, dans le numéro précédent, nous 
avons démontré que 



IN' = 



IN: 



2 
r — r 



2 



^ N 



En prenant la demi-différence, il vient 
^ ^IN' — IN ^■+■^6+^ — ^a 



2 4 

Cette formule subsiste même si k^ est négatif. 
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Formule 63. 



On a (flg. précédente) 

BÏ* = IN X IN', 

a* r^ — r rt + r, 
ou j = -^ 2 — 

ou a* = (r^ — r)(r^-^r;). 



(51) 



Formule 54. 



Dans le triangle rectangle BNN', on a (fig. précédente) 

BN* = NIXNN'. 
Or, 

BN' = mVm* = ^+^^'; (61) 

•donc 



Formule 56. 

r/i-rr, = ^ 



En tenant compte de la formule 38, on a 

_ _ 'S' S^ 

Vé "'<:-(p_a)(p_J) p(p — c) 

= ' „ ^' .,, Ap{p-c)-{p-a){p-b)] 

P(P — «)(P-*).(P — <^)L -^ 

= p{a+b — c) — ab 
_ (a + 6)«— c» ^ a>-i-6' — c» 

~ 2 '^ 2 
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Formule 56. 



On a 

ou, en tenant compte des formules SI et 44, 

i-t-rj + rj = (4R + r)« — 2p*. 

Ajoutons cette relation à la formule 9 membre à membre; on 
a la formule à établir. 



Formule 57. 



Remplaçons dans le premier membre r, r^, r^, r^ parleurs 

S S S s .... ' 

valeurs -> » r» > il vient 

p p — a p — p — c 

i j^ 1 _! _ p^ + (p — aY -{-{p ^b)^ ^ {p — cy 



Ap^ — 2;?(a -h ^ -h c) -+- g' -h 6' -+- c* 

S» 
a» -H ô* 4- c* 



Rei. ent. élém. triang. 
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Formule 58. 

i 1 i 1 

r A^ h \ 



Ona 



Formule 59. 
JL-i. 1—1. 

^û "" *6 K K 



En effet, 

Ï;"^S;~Â;;""2S"^2S 2S 2S s r^ 



Formule 60. 



;""r ""S S S a/ 



Formule 61. 

— "i^ 1 ""■ — ^* 



'a 



Le premier membre peut s'écrire 
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Or on a 



^a+Aft + Ac^^S 



M-^) 



«t 



-H 1 — = -; (47Y 



»•« »** »•« »• 



doBC, ta multipliant. 
D'autre part, 

«•a « \« / 

puisque 

a*a=2»->-a) = 2S. 
Donc on peut écrire 

^ J** »■« '^Vo 6 c/ 
En retranchant la relation (B) de la relation (A) membre à 
membre, on obtient 

**-+-*. K + K ^a + A* 



^ 


■ -. ^ '. = 


^Vo 


Formule 62. 


*a*A 


AA + Ma + Mj 



Remplaçons r^r^r^ par sa valeur joV tirée de la formule 45, 
^t ^fty^a "*■ **/« + ^a^* P^r sa valeur p' tirée de la formule 44 ; 
la formule à établir peut s'écrire 

p'r p' 

ou 

i 1 i 1 



G'esMa formule 58. 



^ h„ Aa h^ 

a e 
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Formule 63. 



8 ^*^ L L k 

(a + ô + c)» « * ^ 



On a 
d'où 

et de même 



2S = 2pr = ah^, 



ah 

a , 

2p' 



En multipliant membre à membre, on a 
a hchjijfi^ _ abc 



r' = — ;: — = T ; 7i hjlji^. 



Formule 64. 
R _ p' 



On a 



Donc 



hh -?S 2S _4S^ 
'^ ^ ~ b' c ^ bc' 



"~ aôc ~ 4RS ~ R ' 
On en déduit 

f _E5:_^ 
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Formule 65. 



De la formule 56 oc tire 

r*4-r2 + rj-hrî = i6R« — (a«4-6« + c«). 
De la formule 25, en tenant compte de 18, on tire 
h't + h'I -H A'« = 12R» — (a» + ft« 4- c»). 
En retranchant ces deux relations membre à membre, on 
obtient la formule demandée. 



2R 



Formule 66. 






Menons la hauteur, la bissectrice et la médiane du triangle 
ABC ; on voit que 

mj — AJ=Âl' — Sd' = DÎ*, 



i* — A» = al' — AD* = DL' ; 



donc tout revient à démontrer que 




2R = ^X^- 
AD ^ DL 

Or si Ton mène la 

bissectrice extérieure 

ALi, on a dans le 

triangle rectangle 

ALLi, 



AL -, _ ^abc 

DL == ^^* - t^^:^'' 



(34) 



D>utre part, on obtient sans peine la valeur de DI en retran- 
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chant les deux égalités suivantes : 

AC* = Âî'-f-ÏGV2IC.DI, 

ÂB* = Al'+ÏB* — 2IB.DI, 
ce qui donne 

ou 

On aura donc 

^ ^ DL AD "^ é« 



b*- 


-c» = 


2aXDI, 




DI = 


2a 


2abe 
« — c 


y- 


— c' bc 
2o ~A, 



oéc_4RS 



Formule 67. 
d« = R« — 2Rr. 



Tirons 00' et abaissons O'Q perpendiculaire sur le dia- 
mètre NN' du cercle circonscrit qui passe par le milieu I de BG. 
Nous avons démontré en établissant la 
formule 51 que BN = NO' = NO^. 

Dans le triangle NOO' on a, en sup- 
posant Tangle aigu, 




NO" = OO" 4- on' — 20N X OQ, 



ou 

BN' = rf* + R* — 2R(0I — r). 
Mais dans le triangle rectangle BNN' 
on a 

BN* = NI X NN' == NI X 2R; 
donc 

NI X 2R = d« -4- R* — 2R(0I - r), 
2R(NI -4- 01) = d« + Ra + 2Rr, 
2R* = rf^ + R*-H2Rr, 
da = R2 — 2Rr. 
^On serait conduit au même résultat si l'angle était obtus. 
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Formule 68. 
•d2 = R« + 2RV 



Abaissons O^Q' perpendiculaire sur NN' (flg. précédente) 
et joignons les points et 0,. Dans le triangle NOO^ on a 

NÔ* = 55* -t-NÔ*— 2N0 X OQ', 
et comme BN = NO^ (voir la démonstration de la formule 
51), _ ■ _ _ 

BN* = OOâ + NO* — 2N0 X OCK. 
Or BN* = NI X NN' = 2R X NI. 

Donc 2R X NI = dj + R» — 2R(0I ■+■ r^ . 

2R(0I + IN) = rf» + R' — 2Rr„, 
2R» = cÇ4-R' — 2Rr„ 
rf; = R«-i-2Rr„. 
Les formules 67 et 68 sont appelées formules d'Ëuler. 



Formule 69. 

(P + rf; + <fj4-dJ = 12R». 



Les formules 67 et 68 nous donnent 
<f' = R» — 2Rr, 
rf^ = R' + 2Rr„, 
«P, = R»+2Rrj, 
dJ=R*-|-2Rv 
En ajoutant, on a 

d> 4- «(î + dj H- d» = 4R» 4- 2R(r„ 4- r j + r^ — r) . 
D'après la formule SI, le coefficient de -2R est égal, à 4R. 



72^ 

On a donc 
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d>4-dÎ4-dîH-dî = i2R«. 



Formule 70. 

3(d«4-di + rfJ + dî) = 4(a* + 6* + + 4ÔHV 



En tenant compte de la formule 69, la formule à établir 
peut s'écrire 

La puissance du point H par rapport 
au cercle circonscrit est égale au produit 
HAXHP et aussi à R* — ÔH*, en 
supposant le point H intérieur au cercle. 
On a donc 

R* — 0h" = HAXHF. 

Or nous avons vu (15) que les triangles BHG et BFG sont 

égaux; donc 

DP = HD = a;; 




par suite 
ou 

On a de même 






r«-oh* = 2a;(A,-a;). 

£n ajoutant, il vient 

Or, on a 

2M + V* + AA) = «* + *' + «*. (13) 

A;'-l-A'j»-+-A;' = 12R«-(a«-»-i«-4-c»); (25) 
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donc, en remplaçant, il vient 

3 (R» — ÔË") = o« + b* H- c» — 2 [12R» — (a» + 6* H- c*)] 
= 3(a*4-*»-i-c») — 24R«, 
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d'où l'on tire 



0H* = 9R» — (o» + *«-+- c«). 



Formule 71. 



ÂÔ" = Pllf6c. 



Dans le triangle rectangle AO'K', on a 



AO'* = XK^-i-0'K'*, 




ou 



car nous avons montré dans le numéro 
SI (2* remarque) que AK' = p^a. 
Or, 

^, ^ (p — fl)(p — 6)(p — c) . ^5j 



ÂSL« = (p_,).^fcl£)(P^^^ 



= (P — û)[p-« 



ip — ^)(p — c)l 



_ (P — fl)[>fP — g) H- (p — ^)(p — C)] 

P 
_ (p — a)[2p* — p(a 4- ^ 4- c) 4- &c] _ (p — fl)6c 
P P 
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Formule 72. 

* p — a 



Dans le triangle rectangle AO^KJ , on a 

A ^ P-« ' 

_ p[y(p — a)H-(p-^^)(p-^c)] 

_ p[2p^ — p(a -f- 6 -h c) + 6c] 
"" p — a 




p — a 



ôc. 



Formule 73. 



(51) 
(38) 



n suffit de multiplier membre à membre les formules 71 et 
72 et d'extraire la racine carrée. 

On peut aussi établir directement 
cette relation en remarquant que le 
quadrilatère O'BO^G est inscriptible. 
Donc 

CO^O' = CBO' = O'BA. 

Les deux triangles ABO' et AO^G sont 
alors semblables/' comme ayant deux 
angles égaux, les angles en A et 

5^ = CoIo'. 
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Donc on peut écrire 

AO' " AC ' 
ou "' AO'XAO^ = ôc. 





Ftamnle 74. 




CO'.CO, 


6 




BO'.BOj 


e 


D'après 


la formule 73, on a 






CO'.CO, 


= ab, 




BO'.BOj 


= ac, 


et il suffit de diviser membre à membre. 



Formule 75. 

ÂÔ" -h BÔ'* -f- CO'' = ôc + ca + a6 - 12Rn 



La formule 71 nous donne 
ÂÔ' 



V \ vJ 

'* = ca= (i )ea, 

p \ pJ ' 



cô" = P:^%6 



P \ py 

P \ P> 



en ajoutant, on a 



V 
Or, abc = 4RS ; (7) 
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donc = = 12Rr. 

P P 

Il vient alors 

AÔ'* -hW + CÔ" = ôc+ra+ai — 12Rr. 



Formule 76 • 

AÔ'* BÔ' CO'^ , 
oc ca ao 



La formule 71 nous donne 

AO p — «_j «. 

6c p "" p* 

de même, ^ 

ca p 

en ajoutant, il vient 

ÂÔ'* , BÔ" , CÔ'* - a-hb + e _ „ 2p _ . 
6c ca ao p p 



Formule 77. 

bc ca ab 

AO^ BO^ CO, 



La formule 72 donne 



A0*=-^6c; 
^ p — a ' 
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donc 

bc ^ pr-a _ I ^ 

o 

de même, 

ca . ^ b 

ab _ ç 



cô: P 



En ajoutant, il vient 



e 



bc ca ab ^ aH-6-*-c . 

AÔ^ BOj CO, P 



Formule 78. 
A0'.B0'.C0' = 4Rr» 



La formule 71 nous donne 



Âô'* = ^i::^ôc. 



On a de même 



— #1 » — b 

BO = î^ ca, 

P 

Cô" = P:Zf ab, 
P 

En faisant le produit membre à membre, il vient 

ÂÔ".BÔ'*.CÔ" = (P-«)(P-^)(P-4«'^V. (A) 

P* 
Or, 

(p — a){p — b)[p-e) „, 

P 

et a6c = 4RS = IRrp. 



r 
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En remplaçant, le deuxième membre de l'égalité (A) devient 
et, en extrayant la racine, on a la formule demandée. 



Formule 79. 



AO„.BO..CO. = 4Rr;. 



La formule 72 nous donne 

ÂÔ'=— ^6c. 
" p — a 

D'autre part, dans le triangle rectangle BO^E^, on a 

p — a ^^ ' 

^ (p — g)[p(p— 6) + (p — a)(p— c)] 

___ {p — c)[^p^ — p{a.+ 6 4- c) -h gç] 
(p — c)ac 




On aura de même 



P — « 



* p — a 

d'où l'on déduit ' 

Ao,.Bo„.co„_ ^^-^^5 =(pr^' 

OU 

r^.abc r^.4RS 

AO^.BO^.GO^ = -^ = -^ 

* '^ * p — a p'-a 

= 4RrJ. 



ÉLÉMENTS LINÉAIRES '9 

Formule 80. 



Dans le triangle rectangle BO'O^ on a 

La formule 71 donne 

BO = f- ca, 

P 
et nous avons trouvé au numéro 79 




^ p — a 
p — b i 

V l 

(p—b)ip—a) + p{p — c) 
pip — a) 
a^bc . 



Donc 0'0*=? — -ac-h?- — -ac 
« P p — a 



ac 



pip — a) 



-de même. 



* Pip — à) 
—s c^ab 



pip — c) 
Cn multipliant membre à membre, il vient 

rvn* Tvn^ ?vc? a^b^c^ _ a^b^c^ 



ou 



^/^ ^/^ r.,r. à^b^c^ *6R*S' 16R«S _„, 

O'O^ . O'O. . O'O^ = — r- = 5- = = 16RV. 

« ^ « pS pS p 
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Formule 81. 





r 


0, 


/.^ 


c 


K, 

\3 



Menons par le point 0^ une perpendiculaire à BC et par le 
point 0^ une parallèle à BG ; ces deux droites se coupent en 

un point U, et dans le tri- 
angle rectangle O^O^U, on a 

Or, 

Mais Kj et Kg sont les points 
de contact des cercles exins- 
crits; donc, d*après la 2* re- 
marque du numéro 51, 

KiG = p — 6, KjG^p — a; 
donc 
K^Kj = 2p — a — 6 = c. 

0,U = c, 

Formule 82. 

5;Ô^ + Ô;Ô^ -H Ô^; = 8R (r, + r^ + r.) . 

La formule 81 nous donne 

^a-('-c + »•«)' + 6». 



J\ en résulte 
et 
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Ajoutons, il vient 

Or, de la formule 56 on lire 

ri'hrl^rl = im^ — r^ — (a^ + b^^€^), 
et de 44 

On a donc 

= 32R» — 2r* — 2 (a» -f- é» + c») ■+■ 2p« -t- a' + 6» + c' 

= 32R' — 2r» + 2p> — (a« + 6» ■+- c«) ; 

et comme 

a» -h 6« + c» = 2p» — 2r' — 8Rr, (91 

on a ' 

^]+ÔX + Ôfil = 32R» - 2r» + 2p' — 2p» + 2r» + 8Rr 

= 8R(4R + r) = 8R ( r„ 4- rj + r^) . (M) 



Formule 83. 

On a (81) 

/S S \« 

_ S'(2p-a-6)» ^ 

(p-a)'ip-6)' 

_ S« + (p-a)«(p-6)« , 
(p-a)'(p-6)» '^ 

_ >(P — c) + (p— «)(p — ^) , 
{p-a)(p-b) " 

abc^ 

~ {p — a)(p-h)' : . • 

Rel. ent. élém. triang. 
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On a de même 

0:0!= "*' 



(p — cXp—a) 

D'où, en faisant le produit, 

a^6^c^ 

ofi] . oX . A = (p_^).(p_6).(p-c). ♦ 

a»b*c* 16R»S» ,--. 

0,0. . OA . 0.0, = ,(p_,)(p_,)(p^,) = -|i- = I6R p. 

P 



Formule 84. 



De la formule 70 on tire 

4ÔH' = 3 (rf« + dj + dj + dj) - 4(a* + 6* -H c»). 

En remplaçant d* + d*^ + dl-hdl par sa valeur tirée de la 
formule 69, il vient 

4ÔH* = 36R» — 4 (o» + ô« + c'), 

ÔH* = 9R» — (a« -h 6« -t- c«>. 



ou 



Formule 85. 



Nous avons établi au numéro 18 que AH = 201. Menons 
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On à donc 



la droite AI, qui rencontre HO au 
point G. Les deux triangles GOI et 
GAH sont semblables, comme ayant 
les angles égaux; par suite, 01 
étant la moitié de AH, GI sera la 
moitié de GA, ce qui prouve d'abord 
que le point G est bien le point de 
concours des médianes et en outre 
que GO est la moitié de HG. 

oo = !LO. 



ce qui permet de déduire la formule 85 de la formule 84. 

Remarque. — On déduit des considérations qui précèdent le 
théorème suivant, dû à £uler : 

Dans un triangle, le centre du cercle circonscrit^ le point de 
concours des médianes et celui des hauteurs sont en ligne droite. 

La distance des deux derniers points est double de celle des 
deux premiers. 



Formule 86. 

7^/i_ p^ + 8r» — 16Rr 
9 



GO^ 



Avant de démontrer cette formule nous établirons une formule 
remarquable, qui nous sera fort utile dans cette question et dans les 
suivantes. 

Problème, — On donne un triangle ABC, un point M sur le 
côté BC, situé entre B et C, et tel que 

BM _ m 
MG ■" n ' 

m et n étant des nombres positifs donnés. 

Calculer la longueur AM en fonction des côtés du triangle et 
des nombres m et n. 
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On a les égalités 
ÂB* = ÂM* -*-BM* -h 2BM X MD, 

ÂC' = AM* 4- MG* — 2MG X MD. 

Éliminons MD, en multipliant la pre- 
mière relation par n, la deuxième par 
m, et ajoutant membre à membre. Le 

coefficient de MD est nBM — mMC, qui est nul en vertu de 

Thypothèse. On a donc 

n.AB*4-w.AC* = (m4-n)AM*H-n.BM'4-m.MG*. 
Or, remarquons que 




6 M 



donc 



par suile, 



BM = 



BM 
m 


MG 
n 


m.BG 





tn-^n 



BC 

n»-f-n' 



MC = 



n.BG 



«.Bir + m.MG«=<'"*"-+-""')«^ 



m 4-»»' 
t 



On ^ donc 



(m 4- ny 



mn. BG 



n.AB -J-iw.AG =(OT + n)AM H : — > 



ou 



AM = 



m- 



" âb'+ 



"* Âc'. 






m-hn 



BG 



(m 4- ny 
hsL question est ainsi résolue. 
Joignons maintenant le point 0' au point G. Dans le triangle 

AOl on pourra calculer GO' 
d'après la formule précédente^ 
puisque 




GÂ 3 



B 



I K C ^"^ ""'"^ 



GO'» = jAO''-t-|l(/ — |ai'. 

O U «7 
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Or, nous avons trouvé (71) 



P 
D'autre part, 






10'* = O'K* + IK* = r» 4- (IC - KG)« 




= 'r'+[l-{p-c)J 




-r^^^'-f- . ., 




Enfin, Âi'-m;-*'^''' "V 


(28) 


On aura donc 




«<^=rr'-i >•-":;'■: vv- 


4- 


_6c abc 2 , (b—cY 6" + c« a» 
"" 3 3p ' 3 ' 6 9 "''48 





En réduisant les trois derniers termes du deuxième membre, 
on a 

(ft — c)' 6^4-c» g» _ 3(6 — c)» — 2(6»-hO + a' 
6 9 "^18"" 18 



Donc. 



18 3 

777r:a ûic 2 , «^ + 6« + C« 

^^ =-3^-^r'-^— ï8— 

4RS 2 , a^+6«-+-c 



3/) 3 18 

4Rr 2 , a« + 6«4-c^ 

= :;- + t;^ H- 



3 3 18 ' 

et comme 

a» -I- 6» -4- c« = 2p» — 2r> — 8Rr, (9) 

on aura 

7-/2 4Rr 2 , pS — r» — 4Rr 

«« =--3-+3-'-' + ^-l 

_ p' + Sr' — 16Rr 
" 9 
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Reicarqub. — On peut aussi écrire cette formule 

GÔ'*==— ^a*-}-6*-f-cA -^Jbc-hca + ab) -f-r«. 
On le voit aisément en s'appuyantsur les formules (8) et (9). 



Formule 87. 



Dans le, triangle AOJ on a> par suite des mêmes considé- 
rations que plus haut, 

Or, la formule 72 nous donne 

" p — a 
En outre, 

ml = Ô^l + ÎË; = rJ-|-(IB-BK,)' 

=--»'â+[|-(p-«)]*' 




ri+ 



ct 



Al' = fnl = ~ -. (28) 



On aura donc 

^^"-Sp-a^'^Si"^ 4 J 9L 2 4J 

qui peut s'écrire, comme dans le numéro précédent, 



— i 1 p . 2 o' 
" à p — a 3 



bc 



18 
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Or, 

4 p _àc _ abc _ 4RS _ ^^^a 
3'p — a ^ 3 "^ 3(p — a) "" 3(p — a) " 3 

Donc 

«««=-3-^r2-^-^8 ' 

ou, en tenant compte de 9, 

77\^ *^'''' , 2 , p» — r» — 4Rr 

GO = \--r*-i-- 

« 3 3" 9 

p*+6r^ — r* + 4R(3r„ — r) 
~ - 



Formule 88. 



GO'* + GÔ^ + GO* + GO* = 16R» — ^ (a* + b*-h A ■ 



Les formules 86 et 87 nous donnent 

7^,. 4Rr 2 gt + y + c» 

^^ =-- F+r-^ — 18 — 

3 ^3 "^ 18 

— . *^''b 2 . a* + b*-he^ 
G0»= —-^3'-»-^— !8 ' 

«Oe= -3-^r'+— Ï8 

En ajoutant membre à membre, on a 

GÔ''h-GÔ'h-GÔJ + GÔ' 

*Hfa-^r^ + r^—r) 2/, , , \ 4(a» + 6« + c«) 
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Des formules 51 et 56 on lire 

r^-hrl + rl-hr* = i6R« — (a» -h 6« -f- c*) ; 
donc le deuxième membre de la relation précédente devient 



3 



2/ \ 2(a*4-6*H-c*) 



ou 16R« — -(a* -f- 6» 4-c* j 



La formule est ainsi établie. 



Formule 80. 

HO'* = 4R* + 4Rr + 3r» - p\ 







Nous avons vu que le point G est sur la droite OH et divise 
cette droite dans le rapport de 1 à 2. 

(f m- 

On peut donc calculer O'G en fonc- 
tion des côtés du triangle OO'H, 
G d'après la formule établie au début du 

numéro 86. 

Nous aurons 




on 



Or, on a 



m* = 3GÔ'' - iW* + rÔH*. 

o 

GÔ'' = Up* + br* — 16Rr) , (86) 

ÔÔ''=rf' =R*— 2Rr, (67) 

Ôh' = 9R« - (a* H- 6> -4- c*) (84) 

= 9R» — (2p« — 2r' — 8Rr) . 
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En remplaçant, il vient 

Ô^' = - (p»+5r»-i6Rr)— 2(R»— 2Rr)4-|(9R«-2p«+2r«+8Rr) 

= 4R«-i-4Rr-f-3r>— p«. 
RBifARQUB. — On peut aussi écrire 

HÔ'* = 4R» — 8Rr 4- ic -4- ca-^ ai — (a» 4- fe« + c»). 
On le voit aisément en appliquant les formules 8 et 9. 



Formule 00. 



HO'' + MO^ + HÔj + HÔj = 48R» — 4(a» + 6« + c«). 



Dans la solution précédente, nous avons établi la relation 

iW* = 3GÔ"'' — 205^ -t- 1 OH*. 

o 

On aurait de môme 

HÔ^zrSGÔ^-aÔÔ^ + lôH*, 

HÔ*j = 3Q0l - 2ÔÔ*j + ? Ôïi', 

HÔj = 3GÔ^ — 2ÔÔÎ H- 5 ÔH*. 

Ajoutons membre à membre, en remarquant que 

4 
'9 



GC* + GO* + GO*j + GÔj = 16R« — 5(0» + 6» H- e*), (88) 



00'* -h 00* -H OOj H- 00* = d» 4- rf; + rfj -4- rfj = 12R». (69) 

On a 

HO'*-+-HÔ^-»-HÔj-t-HO* 

= 3ri6R»— ^(a'4-*»H-c')l — 24R»-I-|ÔH* 
= 24R» — 5(a» H- 6» H- c') -I- 1 ÔH*. 
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OU, en tenant compte de 84, 



HO'*-t-HO^H-HOj-HHÔ^ 



= 24R»— |{a»-t-6» + c») -h IFoR'— (a« + 6»+ c»)l 
= 48R« — 4(a»-+-6'-hc*). 



Formnle 81. 
0.0' = |-r. 



Nous allons établir le théorème suivant : 

Théorème. — Dam tout triangle: 

io Les milieux des côtés^ les pieds des hauteurs et les milieux 
des segments de ces mêmes hauteurs compris entre leur point d'in» 
tersection et les sommets du triangle sont neuf points situés sur 
une même circonférence, 

2® Le rayon de cette circonférence est la moitié du rayon du 
cercle circonscrit au triangle. 

3" Son centre est au milieu de la droite qui joint le centre du 
cercle circonscnt au point de rencontre des hauteurs. 

Soient I, T, I' les mi- 
lieux des côtés, D, D', D' 
les pieds des hauteurs et 
E, E', E'' les milieux des 
segments AH, BH et CH. 
Il s'agit de démontrer 
que ces neuf points sont 
situés sur une même cir- 
conférence. 

Nous avons vu (18) 
que AH = 201 ; par 
suite EH = 01, et si 
l'on tire El qui rencontre OH au point 0,, les deux triangles 
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EHOj et OIOj sont égaux, 0, est le milieu de OH et aussi le 
milieu de El. Par suite, EO, joignant les milieux des côtés du 

AO 

triangle AHO est parallèle à AO et égal à —-• 

Donc OjE = 0,1 = -. 

De plus, DO9 étant médiane du triangle rectangle DIE est 
égale à la moitié de Thypoténuse ; donc 

0,D = 0,1 = 0,E = 5. 

R 

Il en résulte que le point 0, est à la môme distance, -> des 

neuf points considérés, car la démonstration s'étend aussi bien 
aux points D', I', E', etc. 
Par conséquent, le point 0, est le centre d'un cercle de 

R 

rayon - passant par les neuf points indiqués, et appelé pour 

cette raison cercle des neuf points. Le théorème est donc dé- 
montré. 

Cela posé, pour calculer 0,0', nous remarqiierons que 0,0' 
est médiane du triangle OO'H; la formule 28 nous donnera 
donc 



0,0' = 



j 00"'' -I- HO'* HÔ* 



2 4 

Mais les formules 67, 89 et 84 donnent 

ÔO^* = R» — 2Rr, 

SO^* = 4R*-h4Rr-i-3r» — pS 

HÔ" = 9R«-.(a»4-ô*4-c*) 

= 9R« — (2p* — 2r« ^ 8Rr). (9) 

En remplaçant, on a 
^r-rr/j _ R«--2Rr>+-4R«-f-4Rr-f-3r«--p« 9R'— (2p»— 2r»-->8Rr) 



= (i-)- 



R 

En extrayant la racine, et en remarquant que ^ > ^, d'après 
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la formule 67^ on a 

0.0' = |-r. 



Formule 02. 

0,Oa = J+'-a 



On aura comme dans la solution précédente 
, Ôô!-l-HÔ* HÔ* 

Or dans le numéro 90, nous avons montré que 
HÔ;; = 3GÔ'.-2ÔÔ*-|-?Ôh'; 

donc , 

, 3GÔ!-00* 1 _, 

En remplaçant 60^ par sa valeur (87), 00^ par sa valeur 
(68) et oh' par sa valeur (84), on obtient 

0,0. = 5 + ,,. 

RsuARQus. — Les formules 91 et 92 prouvent que le cercle 
des neuf points est tangent intérieurement au cercle inscrit et 
extérieurement aux cercles exinscrits. Cette propriété est due 
à Feuerbach ; elle se démontre géométriquement par une 
méthode très élégante basée sur la théorie de Finversion. 
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Formule 93. 



On a 



S = |aA„, 



1 

2 



S = ^bh„ 



En multipliant membre à membre et extrayant la racine cubi- 
que, on a la formule à établir. 



Formule 94. 

I 

S = 



V ^ \h\hl "^ hlhl -^ hlhl) (aJ -^ AJ "*" Aj) 



Nous avons établi au numéro 2 la relation 

A' = T—T » 

ou 

4a»A* = 2(ô*c» -h c»a* -i- a**^) — (a* -i- 6* h- c*), 

ou 

• 46S* = 2(AV-+- cV -+- aH^) — (a* -i- ô* -i- c*). 

Remplaçons dans le second membre a, b, c respectivement 

2S 2S 2S ., . , 
par T-» -r' T-; " vient 
K K K 

jfici o/^^^* *^S* *^^*\ /^^S* *^S* 16SS 
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d'où l'on lire, en divisant par 16S*, 

n suffit alors d*extraire la racine carrée des deux membres. 



Formule 95. 

On peut écrire, en tenant compte de 18, 

i (aA;+ éA;+ cA;) = i (ak^-h bk,+ cA,) ; 
et nous avons vu dans le numéro 20 que 

- (ak^-^-bk^-hck^j =S. 



On en déduit donc 



S = i(aA;4-iA;+cA;). 



Cette formule n'est vérifiée que si le triangle a ses angles 
aigus. Si Tun des angles est obtus, Â, par exemple, il faut 
remplacer dans la formule h'^ par — A^, ou encore consi- 
dérer A^, A^, A^ comme les nombres algébriques définis au 
numéro 13. 



Formule 96. 

s = 2R« " * ' 



abc 



On a 



_2S 2S 2S__8S^^ 
V*"c - a ' b ^ c '^ abc* 



hhX 



donc 
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abc '^ aH^c^ " a^*c^ ' 



et comme 4RS = abc, 

on voit que le second membre est égal à S. 



On a 
d'où 

et 



Formule 97. 



S = >/iRV*A- 



^ ^ ^ 2S 2S 2S 8S' 2S> 
« * « a ô c a6c R 



S« = - RA AAi 

9 a c ' 



2 



s = vÏrÂÂ^. 



9K 



(7; 



(7) 



Formule d8. 



S = 3v'M(M-m^)(M-m^)(M~m,). (2M = m^+m^+m^) 

Menons les trois médianes, qui se coupent au point G. Les 
deux triangles BGG et ÂBC ont une 
base commune BC, et les hauteurs 
correspondantes sont dans le rapport 
de GI à AI, c'est-à-dire de 4 à 3 (30). 
Donc l'aire du triangle BGG est égale 
au tiers de l'aire du triangle ABG. 

Menons CE parallèle à BG ; les deux 
triangles BIG et ËIC sont égaux, et par 
suite 




96 ÉLÉMENTS LINÉAIRES 

Mais le triangle GCE a pour côtés les deux tiers des médianes 
du triangle ABC, puisque 

GG = |ci% 

GE = 2GI = |aI, 

CE = BG = |Br. 
o 

Si on appelle T l'aire du triangle qui a pour côtés les trois 
médianes, ce triangle est semblable au triangle GCE, et le rap- 
port de leurs aires est égal au carré du rapport des côtés 
homologues. Donc 

GGE=^T; 

par suite 

4^ ABC 

ABG = gT; 

et comme 

T = y/M(M — m^)(M — w^)(M — m^j, (3) 

la formule est établie. 



S = 



Formule d9. 



%abcp 
La formule 31 donne 



2 



/j = — j— VpC^IIT)^, 



2 



/^ = __v/^(^zr^, 
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Multipliant membre à membre, on a 



8 



Ubh = 1 n T/ ;- V/p' (P — a){P — ^)(P — c)a^^c* , 

^** (A-hc)(c-f-a)(a4-A)^^ ^'^ ^^^ '^ ^ ' 

ou 

d'où Ton déduit la formule demandée. 



Formule 100. 



V 



8^3^ (a>i>c) 



La formule 32 donne 

/,j = ——\/{p—c){p—a)ca. 

Multiplions membre à membre ; il vient 

ou 

'ia^i*'ic(6 — c)(« — c)(a — 6) = 8abc(p — a){p — b){p - c) 

= Sabc — 
P 
On en tire 

Saôc 



Rel. ent. élém. triang. 
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Formule 101. 



s = 



Uc 



Les formules 31 et 32 donnent 

Multipliant membre à membre, on a 

d'où Ton tire la formule demandée. 

On peut aussi remarquer qu'au numéro 34 on a établi géo- 
métriquement la formule 

^ ^abch^ _ 46cS 



Formule 102. 



S = s/rrj^r. 



On a, d'après les formules 4 et 38, 

r~^ r - S S S 

P " p — a " p-b' ' p — e 

Multiplions membre à membre ; il vient 

_S» S* 

p{p—a){j,—b)(p — c)~'§; 
d ou 



"'''*^*'"* ofD— aV«— AVo — <î^ ~ R« ~ ^'' 
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Formule 103. 
P 



Des relations du numéro précédent on déduit 
S» S» 



doù 



p 



s^'.^. 



Formule 104. 

S = a — ^. 
r — r 



On a 






ou 



r — r 



rr^ S 

d'où l'on tire la formule demandée. 



Formule 105. 



On a 



r^ r, S "^ S ~ S ~S 
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OU 

On en tire la formule à démontrer. 



On a 



ou 



d*où 



On a 



ou 



d'où 



Formule 106. 



S = 



r-+-7\ 



1 1 p p — c _ 2p — c g-i- h 






S = 



Formule 107. 

^,> (g — ^)r/^ 

s — • 



1 1 p — 6 p — g __ g — b 

"r,^^ S"" S 

'^g — '^b _ a—'b 

a 

{a—à)rjri 



S = 



'•«—'•* 
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S = 
On a 



Formule 108. 



. ._ S« r S S 1 S'C^p-b — e) 



= sr = «s, 

d'où 



Formule 109. 



s = ..^15zi^. 



De la formule SI on tire 
la quantité sous le radical peut alors s*écrire 



S S aS 



^ft + ^c __ p — b p — c ___ {p — b){p — c) __ p(p — fl) 

;^;^^" _S__S " aS ~(p-^)(p-c)* 

p — a p p(p — a) 

Alors 

V r^-r '^ {p-b){p-c) 



p(p-a)V(;,_6)(p — c; 




s» 



\//)(p — a)(p — *)(p — c) 



= S. 
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Formule 110. 






La formule 81 donne 



donc 






et par conséquent la formule à démontrer devient 



S = 



cirr, 



a'b 



qu'on démontre comme la formule 105. 
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La formule 111 est établie dans tous les traités de géométrie. 



Formule 112. 



A R P 

sin A -+- sin B -h sin G = 4 cos — cos - cos -• 

Z 3S ^ 



On a 

. „ ^ . Ah-B a — B 

sm A H- sm B = 2 sin — - — cos — ^— f 

2 Z 

G G ' 

sin G = 2 sin — cos - » 
2 2 

et comme les angles — - — et — sont complémentaires, 

. A-i-B G 

sin — ^ = cos-, 

A + B . G 
cos -^ = sin -. 



On peut donc écrire 



C/ A — B A + B^ 



sin A -H sin B -h sin C = 2 cos -^ ( cos — h cos 



i( 



A B G 
= 4 cos — cos •- cos -• 
2 2 2 
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Formule 113. 

sîn A + sin B — sin C = 4 sin - sin â ^^* a' 

2 z 2 



Des premières égalités du numéro précédent on déduit 

. . . « . C / A — B A-4-B\ 

sm A + smB — sm C = 2 cos- ( cos — cos — r — ) 



. . A . B C 
= 4 sm — sin — cos -• 
2 2 2 



Formule 114. 

COS A -h cos B -f- cos G = 4 sin - sin ^ ^^'^ â ^~ ^ * 

3 ^2 2 



On a 

« a. A-hB A — B 

cos A -h cos B = 2 cos ■ ■ _ ■ coa —3 — y 

z z 

cos c = 1 — 2 8in« ^ = 1 — 2 cos» — ^ — 
? 2 

Ajoutons membre à membre ; il vient 

r. a. A+B/ A — B A-4-B\ . 

cosA-f-cosB-hcosC = 2 cos ■ ( cos — cos — ^ — ) -h i 

, . A . B . G , 

==4sm~sm-sin-H-l. 



Formule 115. 



A B . C , 
cos A H- cos B — cos C = 4 cos - cos - sm - — 1 . 

2 2 2 



Des égalités du numéro précédent, on tire 

ne. Ah-B/ a— b A+B\ , 

cos A-i-COSB — COSC = 2C0S — - — ( cos — hCOS —rr — ) — 1 



/ A— B A+B\ 

(^cos-2-"*-^^^-2-;- 



, A B . G , 
= 4cos-cos-sm- — 1. 
2 2 2 
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Formule 116. 



A B C . Tt— A ir — B ir — G 

cos - + cos â -^ cos - = 4 cos — — cos — - — cos — - — • 
J z 2 4 4 4 



Si A, B, C sont les angles d'un triangle, il existe un autre 
triangle qui a pour angles —g» ^~V i""2' P"*^^"® 

ir_A «ïc^B ir C _ 3tc (A -t- b -h C) _ 
2 2'^2'"2"^2'~2 ""T 2 "" '"' 

Par conséquent, à toute relation ayant lieu entre les angles 
d'un triangle correspondra une autre relation qu'on déduira de 

la première en remplaçant A, B, C par - — -» - — -^ - — -• 

G*est ainsi qu*on déduit la formule 116 de la formule 112. On 
déduira de même les formules 117, 118, 119 respectivement 
des formules 113, 114, 115. 



Formule 120. 

sin 2A + :^in 2B + sin 2G = 4 sin A sin B sin G. 



On a 

sin 2A -4- sin 2B = 2 sin (A -h B) cos (A — B) 

sin 2G = 2 sin G cos G ; 

et comme les angles A + B et G sont supplémentaires, on a 

sin G = sin (A -h B), 

cos G = — cos(A-hB). 

Donc^ en ajoutant les deux premières égalités, on a 

sin 2A -f- sin 2B -h sin 2G = 2 sin G [cos (A — B) — cos (A -h B)] 

= 4 sin A sin B sin G. 
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Formule 121. 
sin 2k + sin 2B — sin 2G = 4 cos A cos B sin G. 



En opérant comme dans le numéro précédent, on a 

sin 2A -H sin 2B — sin 2C = 2 sin C[cos(A— B) -4- cos(A 4- B)], 

= 4 cos A cos B sin G. 



Formule 122. 

cos 2A-+-C0S 2B-hcos 2C = — 4 cos A cos B cosG — 1. 



On a 
cos2A-f-cos2B = 2cos(A-hB)cos(A— B)^ 

cos 2G = 2 cos» G— 1 = 2cos»(A-+-B) — i. 
Ajoutons; il vient 

cos2A+cos2B+cos2G = 2cos{A-hB)[cos(A— B)-4-cos(A-^B)]— 1 
= — 4 cos A cos B cos G — 1. 



Formule 123. 

cos 2A -+- cos 2B — cos 2C = — 4 sin A sin B cos G -h 1. 



En retranchant les deux premières égalités du numéro pré- 
cédent, on a 

cos2Ah-cos2B— cos2G = 2cos(A-hB)[cos(A— B)— cos(A-i-B)]-hi 
= — 4sinAsinBcosG+i. 



Formule 124. 

sin 4A -h sin 4B -h sin 4G = — 4 sin 2A sin 2B sin 2C. 



On a 

sin 4A-+-sin 4B = 2 sin 2(A + B)cos 2(A— B), 
sin 4G = 2 sin 2G cos 2G. 
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Comme 2C = 2it — 2 (A -+- B), 

on a sin 2G = — sin 2(A -h B), 

cos2G = cos2(A4-B). 
Par conséquent 

sin 4A4-sin 4B-+-sin 4G = 2 sin 2C[cos 2(A-f-B)— cos 2(A— B)], 
= — 4 sin 2A sin 2B sin 2G. 



Formule 125. 
cos 4A H- cos 4B -H cos 4G = 4 cos 2 A cos 2B cos 2G — !• 



On a 

cos 4A -h cos 4B = 2 cos 2(A -h B)cos 2(A — B), 
C0S4C = 2cos«2G— 1. 
Comme 2C = 2r — 2(A -h B), 

on a cos 2G = cos 2 (A -4- B). 

Par conséquent 

cos 4A+C0S 4B4-C0S 4G = 2 cos 2G[cos 2(A— B)-f-cos 2(A-hB)]— 1 
= 4cos2Acos2Bcos2C— 1. 



sînftA + sin A:B + sinAC= 



Formule 126. 

^ , kA . kB . kC 
^4sm ysm ysm-^- 

, kA kB kC' 

4C0S— COSyCOS— . 

. . AA . A;B . *G 
4smYsmysmy 

. kA kB kC 
-4cosyCOSYCOS~ 

m, entier. 



k=\m 
k^AmH 
*=4m+2 
A=4m+3 



On a. en effet, 

. ,« « . ^(A-hB) A(A-B) 
sin kA •+- sin AB = 2 sm -^-^ — -' cos -^— ^ — •' i 

. ,^ ^ . kC AG 
sm ftC = 2 sm -r- cos — . 

2 2 
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!• Si * = 4m, on a ' 



sm-^-^ =s.n (---)=. -s.n-. 

kC 

COS-. 



AfA+B) /kit kC\ 

cos — ■ = cos I — — ) = 

2 \2 2/ 

Donc, en ajoutant les deux premières formules, 
sinAA+sinftB-hsinAG = 2sin — —cos -i— ^ — ^H-cos -^—x — - 



. . AA . AB . AC 
= — 4 sin Y S'° Y *"* 1' 



2» Si * = 4m-f-l, on a 



. A(A + B) AG 

sin — = cos y , 

A(A4-B) . AG 
cos-^-^— =sin-; 



donc, opérant comme plus haut, il vient 

sm AA -h sm AB -h sm AC = 2 cos — cos-^— 5 — -h cos-^— 3 — J 



kX kB *C 
= 4 cos -— ■ cos -— cos -5-. 

Z Z a 



. A(A-+-B) . AC 

sm — = sin -— . 

2 2 



d'où 



3* Si A=4m + 2, on a 

A(A-t- 

A(A + B) AC 

^ — = — cos -— » 
2 2 

• lA , • iD • /n a • *Cr A(A — B) A(A+B)i 

sin AA+sin AB+ sin AC = 2sin— I cos-^— 5 — ■ — cos-i— - — ■' I 

. . AA . AB . AC 
= 4 sin ysin ysm Y* 

4» Si A = 4iïn- 3, on a 

. A(A-»-B) AC 

sin-!^-^ — / = _cos — , 

A{A-hB) . AC 

cos -i— ^ — = — sin Y ; 
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donc 

sinAA+sin*B-Hsin*C = 2cosÇ [-cos ^^^~^^ ~cos^^^^^] 

*A kB ftC 
= —4 cos — cos Y cos Y* 

La formule 127 s*établit de la môme manière : il suffit de 

retrancher les deux premières relations du numéro précédent, 

^ . ft(AH-B) ^ *{A-hB) 
en tenant compte des valeurs de sin — ■ et cos — f 

suivant les différentes valeurs de k. 



Formule 128. 



, kX kB *C . . . 
4cos-— cos-^cos— — 1. «=4?n 
2 2 2 

^ , kA . kB , kC ^ . . . 
4sin— sm— sin— +1. k^Am-i-i 

cos *A + cos kB + cos AC= { ,. .g . p 

-4cos-r-cosr^cos-^-l. A:=4m+2 
z 2 z 

^ , kX . kB . kC ^ , ^ ^ 
-4sm— -sm-— sm--+l. A=4m+3 

\ 2 2 2 

m, entier. 



On a 



7A . in a ^(A-hB) *(A-B) 

cos /*A -h cos AB = 2 cos -^-— ^ — ■ cos -^— ^ — -, 

2 2 



(«) 



cos^C = 2cos«-^ — 1, (p) 

cosAG = 1 — 2 sin» -^. (p)' 



l»Si A = 4m, on a 



. ifc(A-f-B) . k(\ 

sm r; ' = sm -r- > 

2 2 

A(A + B) AC 

cos-^— ^ =cos Y' 
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Ajoutons (a) et (P) ; il vient 

cosAA+cosAB+cosAC = 2cosÇ [cos^^^:i2^-4-cos^^^±5)]_| 



.„„ AA AB AC , 
= 4 cos — cos Y cos - — 1. 



2* Si k = im+ 1, . on a 



.„ *(A-KB) AC 

sin — i = cos — , 

_ A(A-t-B) . kC 
cos ^ =8m — . 



Ajoutons (a) et (P)' ; on a 

cosAA+cosAB+cosAG = 2sin^rco8^i^z2]_co8*i^=5l] +1 



, . kA . kB . kC 

4 sm Y 8in — sin y + 1. 



a» Si A = 4»i + 2, on a 

. .4(A-(-B) . AC 

sin g V = sin —, 

A(A -t- B) AC 

cos -. — = — cos — . 

Ajoutons (a) et (P) ; il vient 

cosAA+cosAB+cosAC = âcosÇr-cos^î^Z^Lcos^i^lin-l 

2 L 2 2 J 

.^^ AA AB AC , 

= — 4C0S Y cos —cos— —1. 



4<> Si A = 4»j 4- 3, on a 



. A(A-t-B) AC 

sin -5--^ = - cos -^, 

_„ A(A + B ) . AC 

cos — = _sin— . 



Ajoutons (a) et (P)' ; on a 

cosAA+cosAB+cosAC = 2sinÇr-cos^^^=5)+cos ^^^±5-^1+1 

2 L a 2 J 



_ A.j„*^ . AB . AC . 
= —4 sin — sin — sin -j-^i. 
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La formule 129 s'établit absolument delà même manière : 
il suffit de retrancher les formules (a) et (p) ou («) et (p)', 
qu'on ajoute dans la démonstration de la formule 128. 

On remarquera que les formules 112 à 125 sont des cas par- 
ticuliers des formules 126, 127, 128 et 129. 



Formule 130. 
cos' A + cos* B + cos* C = 1 — 2 cos A cos B cos C. 



On a 

cos C = — cos(A + B) = — (cos A cos B — sin A sin B). 
Élevons au carré ; il vient 

cos' G = cos* A cos* B -j- sin* A sin* B — 2 cos A cos B sin A sin B 
= cos*Acos*B-+-(i— cos*A)(l— cos*B)— 2cosAcosBsin Asin B 
= 1 — cos*A — cos*B-h2cos*Acos*B — ScosAcosBsinAsinB, 
ou 

cos*A -h cos* B -h cos*C = 1 -H 2cos AcosB(cos AcosB — sinAsinB) . 
Or, 

cos A cos B — sin A sin B = cos (A -h B) = — cos C ; 
donc, il vient 

cos* A + cos* B H- cos* C = 1 — 2 cos A cos B cos G. 



Formule 131. 

sin* A -4- sin* B+sin*G = 2-+- 2 cos A cos B cos G. 



On a 

sin* A H- sin* B -*- sin* G = 3 — (cos* A -+- cos* B + cos* G), 
ou, en tenant compte de la formule précédente, 

sin* A + sin* B-4-sin* G = 3 — [1 —2 cos A cos B cos G] 
= 2 -H 2 cos A cos B cos G. 
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Formule 132. 
sin* A -t- sin' B — sin« C = 2 sin A sin B cos C. 



On a 

sin G = sin (A -|- B) = sin A cos B -h sin B cos A ; 

en élevant au carré, on a 

sin' C = sin" A cos' B -^ sin' B cos' A h- 2 sin A sin B cos A cos B 
= sin' A(l — sin'B)-i-sin'B(l— sin'A)-+-2sin AsinBcosAcosB 
= sin'A-4-sin'B~2sin'Asin'B-i-2sinAsinBcosAcosB, 

ce qu'on peut écrire 

sin' A+ sin' B — sin' C = 2 sin A sin B (sin A sin B — cos A cos B) 
= — 2 sin A sin B cos (A h- B) 
= 2 sin A sin B cos G. 



Formule 133. 

cos' A -4- cos' B — cos' G = — 2 sin A sin B cos C -h 1. 



On a, en effet, 

cos'A-4-cos'B— sin'C = (l— sin'A)H-(l— sin'B) — (1— sin'C) 

= 1 — (sin* A -h sin' B — sin' G), 

et en remplaçant sin' A -h sin' B — sin' C par sa valeur tirée 
de 132, on a la formule à établir. 



Formule 134. 

cos' kA +• cos' A*B -h cos' kC = 2(— 1)^ cos *A cos AB cos AC -h i . 

A, entier. 

On a 

cos *C = cos [*ir— A(A -h B)] = ± cos *(A -4- B) ; 
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en élevant au carré, il vient 

cos^AG = cos*AAcos'AB-hsin'ftAsin*AB— 2cos&AcosABsinA:Asin4B 
= cos* AA cos> AB -h (i — cos« AA)( 1 — cos» kB) 

— 2 cps k\ cos kB sin AA sin kB 

= 1 — cos» M — cos* A B-+-2 cos» kA cos» kB 

— 2 cos kA cos kB sin kA sin AB ; 
on en tire 

cos» kA -h cos» kB -4- cos» kC 
= 2 cos kA cos AB (cos AA cos kB — sin kA sin kB) 4- l 
= 2 cos fcA cos fcB cos A(A-hB) -+-1. 
= 2 cos kA cos AB cos (kiz — AG) -h i. 

Or, si k est pair, 

cos (Ait — A-C) = cos.AC ; 
si A est impair, 

cos (Aie — AC) = — cos AC ; 

on peut donc écrire 

cos» AA -h cos» AB + cos* AC = 2 (— 1)^ cos AA cos *B cos AC 4- !• 



Formule 135. 



sin» AA H- sin* AB4- sin» AC = — 2 (— 1)^^ cos AA cos AB cos AC 4- 2. 

. A, entier 

On a 

sin» AA 4- sin» AB 4- sin» AC = 3 — (cos» AA 4- cos» AB4- cos» AC); 

et, en lenant compte de 134, on a la formule à établir. 



Formule 136. 

sin» AA 4- sin» AB — sin' AC = — 2(— i)^ sin AA sin AB cos AC. 

A, entier 

On a 

sin AC = sin [Ait — A(A 4- B)] = ih sin A(A 4- B). 

Kel. ent. élém. triang. % 
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Élevons au carré : 

sinVfC = sin«AAcosVfB-f-sin*ifcBco.s*AA-4-2sinA:AsinftBcosAAcos*B 
= sin» kk(i — sin» A;B) -h sin* â:B(1 — sin« k\) 

-H â sin kX sin A;B cos A;A cos kB 
= sin* ^A 4- sin» AB -h 2 èin k\ sin AB 
(cos kK cos AB — sin kK sin AB) ; 
co qu'on peut écrire 

siu' k\ -H sin« kB — sin* â:G = — 2 sin AA sin kB co3 fc(A -h B) 

= — 2 sin *A sin AB cos (Ait— fcC) 
= — 2(— i)* sin AA sin fcB cos fcC . 



Formule 137. 



cos» AA -f-cos» AB — cos" AG == 2( — i)^ sin A A sin AB cos AG+ 1. 

A, entier 

Celte formule se déduit immédiatement de la précédente, en 
observant que 

cos» AA+cos» AB— cos« AG = i— (sin» AA + sin» AB— cos* AC). 



Formule 138. 



.,A .,B ..G ^.A.B.C , 

sm« j--^ sin* 2 -4- sin* - = — 2 sm - sm - sin -+ i . 



Il suffit de remplacer dans la formule 130, A, B G respecti- 

vement par - — — » - — — > - — — . comme on Ta déjà 

fait au numéro 116. 

On déduit de môme les formules 139, 140 et 141 des formules 
131, 132 et 133. 
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Formule 142. 



• SA • 8n • sn o A B G 3A 3B 3C 

sin'A-4-sin'B+sin'G = 3cos— cos--cos-■^-cos-^-cos---cos---- 
2 ^ 2 2 2 2 



On a 

sin 3A = sin A cos 2A -+- sin 2A cos A 

= sin A(l — 2 sin^ A) -+-2 sin A cos' A 

sin 3A = 3 sin A — 4 sin^ A. 
On en tire 

sin' A = - sin A — ^ sîn 3A. 

4 4 , . 

Écrivons des forniules analogues pour B et G, puis ajoutons; 

pu a ' 

sin' A -4- siû' B 4- sin» G 

= Tfsin A-hsin B-hsin Gj — jfsin 3A-4-sin 3B -+- sin 3Cj. 

Remplaçons les quantités entre parenthèses du second menabre 
par leurs valeurs tirées de 126, où Von donne à k les valeurs 
i et 3 ; il vient 

.,,.,„. ,^ ^ A B G 3A 3B 3G 

sm'A-^sin'B-i-sin'G = 3cos— cos— cos--+-cos-— -cos — cos-^- 

2 2 2 2 2 2 



Formule 143. 

cos' A -i- cos» B -h cos' G 

, . A . B . G . 3A . 3B . 3G , 

= 3sin-sin-sin-— sin — sin— sin y-+-l. 



On a 

cos 3A == cos A cos 2A — sin A sin 2 A 

= cos A(2 cos' A — 1) — 2 sin' A cos A 

t= 4 cos' A — 3 cos A. 
On en déduit 

3 1 

€0s' A = - cos A -h 7 3 cos A. 

4 4 
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Écrivons des formules analogues pour B et G, puis ajoutons; 
il vient 

cos^ A H- cos* B -+- cos' G 

= -fcos A-t-cosB-hcos G)-f--(cos 3A h- cos 3B + cos 3Cj- 

Remplaçons les quantités entre parenthèses du second membre 
par leurs valeurs tirées de 128, où Ton donne à k les valeurs 
1 et 3; on obtient 

cos' A -h cos* B -h cos' G 

3r. . A . B . G T Ir . . 3A . 3B . 3G i 

= -[4sin -sin -sm -H-ljH--[-4sm - sm _ sm ^4-lJ 

' . A . B . G . 3A . 3B . 3G , 

= 3 sm |- sm - sm ^ — sm — sm — sm — 4- i. 



Formule 144. 

sin* AH-sin* B-hsin* G 

1 3 

= ^ cos 2A cos 2B cos 2G -4- 2 cos A cos B cos G -+- r • 

2 Z 

On a 

cos 4A = 1 — 2 sin* 2A = 1 — 8 sin* A cos» A 
= 1—8 sin» A -h 8 sin* A. 



On en tire 



1 1 

sin* A = - cos 4A4-sin* A — -• 

o o 



Écrivons les formules analogues pour B et G, puis ajoutons : 

sin* A-hsin* B + sin* G 

3 



= -(cos4A + cos 4B-+-cos4Cy 



cos4Ah-cos 4B-+-cos4C)-f-sin« A-hsin* B-hsin» G — - , 

ou, en tenant compte de 125 et 131, 

Il 3 

5= 5 cos 2A cos 2B cos 2G — -h 2 cos A cos B cosG -h 2 — - 
^8 o 

1 3 

= - cos 2A cos 2B cos 2G -h 2 cos A cos B cos G 4- •=• 

2 2 
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Fomiale 145. 



cos* A -+- cos* B -h cos* G 

1 1 

= - cos 2A cos 2B cos 2G — 2 cos A cos B cos C-+--- 
z 2 



On a 

cos 4A = 1 — 2 sin* 2A = 1 — 8 sin« A cos» A 
= 1 — 8 cos» A -t- 8 cos* A. 

On en tire 

I i 

cos* A = - cos 4A -h cos* A — -• 
8 o 

Écrivons les formules analogues pour B et G, puis ajoutons: 

cos* A -+- cos* B H- cos* G 

= -(cos 4A -h cos 4B -h cos 4GJH- cos» A-h cos' B-h cos» C— -i 

ou, en tenant compte de 125 et 130, 

cos* A -H cos* B H- cos* G 

â 1 3 

= - cos 2A cos 2B cos 2G — -— 2 cos A cos B cos G + 1 — - 

= i cos 2A cos 2B cos 2G — 2 cos A cos B cos G -h 5. 
2 2 



Formule 146. 

tg A + tg B -Mg G = tg A tg B tg G. 



OU 

tg C (1 — tg A tg B) + tg A-t- tg B = 0, 
tg A + tg B-l- tg G = tg A tg B tg C. 
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On peut aussi observer que 

tg(A4-B + G) = tg[(AH-B)-+-C] 

tgA + tgB _^^^^ 



tg(A4-B)+-tgC ^ l--tgAtgB 
l:-.tg(A-hB)tgC tgA + tgl 

i-lgAtg 

tgA-+-tgB-htgC— tgAtgBtgC 
l-tgBlgC— tgCtgA— tgAtgB' 



et comme le premier membre est nul, puisque 

A-+-B-i-C = ic, 
on a 

tgA-htgB-htgC=r-tgAtgBlgC. 



Formule 147. 

tg mA -!- tg mB -4- tg wiC == tg wjA tg wiB tg wG . (m, entier) 



En opérant comme dans le numéro précédent, on voit que 

"" ^ ^ 1 — tgwBlgmC— tgmCtgmA—tgmAtgmB* 

Or 

m(A-f-B-l-G) = mit, 
donc 

tgm(A-HBH-C)=:0; 
par suite, 

tg wA + tg mB -h tg mC = tg wiA tg mB tg mC. 



Formule i48. 

cotg mB cotg mC h- cotg mC cotg wA h- cotg m\ colg mB =f 1. 

, (m, entier) 



De la formule précédente on tire 

tg m A -4- tg mB *4- tg mC 
tg mA tgmBtgmC 



= i, 
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OU 

1 i 1 , 

————— -|- - «^ ^ — I 

tg mB tg iwC tg wG tg wiA tg wiA Ig wB - 
ou encore 

cotg wB cotg wiG -h cotg mC cotg mA -h cotg mA cotg mB = 1. 



Formule 140. 



A R P X J\ C 

cotg - -h cotg - -h cotg - = çotg - cotg - cotg g. 



11 sufût de remplacer dans la formule 146 A, B, G par 

- — -5 - — -> - — -> ainsi qu on ra vu dans le nu- 
2 2 2 z Z . 2 

méro 116. 

La formule 150 s'établit de la môme manière, en partant de 
la formule 148 où l'on fait m = 1 . 



Formule 151. 

sin A cos B cos G -h sin B cos G cos A -H sin G cos A cos B 
= sin A sin B sin G. 



On a 

sin(A-hB-hG) 
=; sin ( Ah-B) cos Ch-cos ( Ah-B) sin C 
= (sin A cos B-hsin B cos A) cos G-h(cos A cosB— sin A sin B) sin C, 

et comme 

sini;A-hB-»-C) = 0, 

il en résulte la formule à démontrer. 
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Pormale 152. 

cos A sin B sin G + cos B sin G sin A + cos G sin A sin B 
= cos A cos B cos C -h 1 . 



On a 

cos(A-f-B-+-G) 
=s cos ( A-hB) cos G — sin (A-j-B) sin G 
==(cosAcosB— sinAsinB)cosG— (sinAcosB+sinBcosA)sinG. 

En remarquant que 

cos(A-hB-+-G) = — 1, 
il vient la formule à démontrer. 



Formi^e 153. 

cotg A H- cotg B -*- cotg G 
= cotg A cotg B cotg G H- oosec A cosec B cosec G. 



Il suffit de diviser les deux membres de la formule précé- 
dente par sin A sin B sin G. 



Formale 154. 
tgB tgG + tg G tg AH-tg A tg B = i ^-séc A séc B sécC. 



Le premier membre peut s'écrire, en remplaçant les tan- 
gentes en fonction des sinus et cosinus, puis réduisant an 
même dénominateur, 
cos A sin B sin G H- cos B sin G sin A -h cos G sin A sin B 
cos A cos B cos G 
ou, en tenant compte de 152, 
cos A cos B cos G H- 1 



cos A cos B cos G 



= 1 -+- séc A séc B séc G. 
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Formule 155. 

1g'Atg'Blg.C-(tg.A+tg«B+.tg«C) = 2+2sécAsécB«écG. 



La formule 146 nous donne 

tg A tgB tg G = tg A + tg B-Htg C; 
■élevons les deux membres au carré : 
<g* A tg« B tg' G 

= tg»A-Hlg.B + tg«G + 2(tgBtgC + tgC.gA + fgAtgB); 
«n tenant compte de la formule 154, on a la formule demandée. 



Formule 156. 



<g' A tg» B (g» G - (fg» A + tg» B H- tg» G) = i-îiAiL5J£G.. 

cos AcosB cos G* 

La formule 146 nous donne 

tg A Ig B tg G = tg A-f-tg B + tg G; 
élevons les deux membres au cube, il vient 

tg» A tg» B tg« G = (Ig A + Ig B + Ig G)». 
Or, on sait que 

(ar + y)» = ar» + y» -(- ary (ar -+- y) ; 
appliquons cette formule au second membre de l'égalité précé- 
dente, en remplaçant X par tg A et y par tgB + tgC- il 
vient ' 

tg»Atg»Btg«C 

= tg»A-i-(tgB+tgC)»-H3(gA(<gB+JgC'((gA + «gB + tgG), 
ou 

tg» A tg» B tg» G-(tg» Ah- Ig» B+tg» G) 

= 3tgBtgG(tgB-f-tgC)-4-3tgA(tgB-)-tgG)(tgA-(-tgB-+-tgC) 
= 3(tgB-f-tgC)(tgC+<gA)(tgA+tgB) 
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sin(B-+-C) sin(C-+-A) sin(A-hB) 

cosBcosG cosGcosA cosAcosB 

sinA sinB sinC 

i= 3 



cos B cos G cos G cos A cos A cos B 

sinAsJpBsinG tgAtgBtgG 

~" cos' A cos* B cos* G "" cos A cos B cos G 



Formule 157« 

cotg B •+- cotg G cotg G H- colg A colg A -f- cof g B _ 
tgB-htgG "*" tgG-+-tgA ^ tgA-+-lgB "" ' 



On a 

. ^ . ^ cos B cos G sin (B h- G) 

colg B -h colg G = -7—5 -+- -:— 77 = •!>♦/ * 

° ° sin B sin G sin B sin Ç 

.T. .ri sin B sin G sin (B -h G) 

Ig B.-h tg G = — :^ 4- — ^ = ^ ^ . 

° ° cos B cos G cos B cos G 

En divisant membre à membre, il vient 

colg B-f- cotg G , T, , n 

tgB-^tgC =cotgBcotgC. 

Le premier membre de la formule à établir devient donc 
colg B colg G H- colg G colg A -H cotg A colg B, 
et celte somme est égale à 1, en vertu de 148. 



Formule 158 



(l-Mg^)(i-.lg?)(l-Htg5)=2 + 2tg^tg2tgS, 



Toutes les.formules établies depuis le numéro 112 reposent 
simplement sur la relation 111 ; on peut donc dans une quel- 
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conque de ces formules remplacer A, B, G respectivement 
par 'îc — 2A, it — 2B, it — 2G, puisque 

(tt — 2A) -+- (ir — aB)-h(^ — 2C).= 3it — 2(A H- B ^ G) = x; 

et cela, quand bien même Tunedes quantités ic-r^2Ai -ït— 2B 
ou it — 2C serait négative. 

Au lieu d'établir la formule 158, nous établirons la formule 
qu'on en déduit en faisant la substitution indiquée, c'est-à-dire 

['-*(î-i)i['-'»(î-i)]['-'«{i-i)] 



= î + îl6(î-î)<g(î-5)'«(j-£)' 



On peut d'ailleurs remarquer que, réciproquement, la for- 
mule 158 se déduit de cette dernière formule à l'aide de la 
substitution indiquée au numéro 116; l'une quelconque des 
deux formules entraîne Fautre. 

On a 



/it_A\ °4 . ° 2 _ ° 2 

\4 2/ , , «. A""^ , A* 
: l + tgïtfâ *-^*«2 

(H)=r 



Donc 

2 



^1 



et la formule à établir devient, en chassant le dénominateur, 

8 = 2(.+.8|)(i + .g|)(.+.rî) ■ 

ou 

,/BCCA AB\ 

8 = 4-H4(tg5tg--Ftg-tg_ + tg|tg|). 

ou 

, , B. C . C, A . A, B 

1 =tg2tg2+*&2*^2"^^2^2' 

c'est la formule 150. 
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Formule 150. 

ABC 
tg AH-tgB+tgC _ ^^ 2 ^ 2 ^ 2 
(sin A -h sin B -h sin G)« "~ 2 cos A cos B cos C' 



On a 

tg A 4-tg B + tg C = tg A tgB tg C (146) 

sin A -h sin B -+- sin G = 4 cos ^ cos 5 cos ~ (112) 
. 2 2 2 

donc 

tgA + tgB + tgC ^ tgAtgBtgC 

(sin A4- sin B 4- sin G)* _ A ,B ,G 
16 cos' - cos* - cos' ~ 

2 2 2 

o • A A . B B . C G 
8 sin ^ cos - sm - cos - sm- cos - 

ABC 

16 cos A cos B cos G cos* rr cos* rr COS* - 

2 2 2 

2 cos A cos B cos G ' 



Formule 160. 

cotg A + cotg B 4- co tg C — 2 (cotg 2 A + cotg 2B -4- cotg 2C) 

TA ~B ~C 
cotg- cotg -cotg - 

= (séc A — l)(séc B — l)(séc G — 1). 



Le deuxième membre s'écrit 

l— cosB)(l— cosG) 



\cosA /VcosB yVcosG / cos A 



cos B cos G 



o . .A . B . .G 

8 sin* -sin*- sm*- 

cos A cos B cos G 
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On en tire 

cotg -^ooig - cotg -• (séc A — l)(séc B — l)(séc C — 1) 

_ 8in A sin B sîn G 
"" cos A cos B cos G 

= tgAtgBtgG 

= tgA^-tgB-MgG. (146) 

r, * A 4 A COS A sin A cos 2A c. . ^ a 

Or cotg A — tg A = -: — 7 = r = 2 cotg 2A; 

^ ° sm A cos A 1 . ^ , o ^ 

-sin2A 
2 

de môme, 

cotgB — tgB =2cotg2B, 

cotgG — tgG = 2cotg2C. 

En ajoutant ces trois dernières relations, on a 

cotg A H- cotg B + cotg G — (tg A + tg B + tgG) 

= 2 (cotg 2A -h cotg 2B + cotg 2G)> 

ce qui démontre la formule demandée. 



Formule 161. 

, A sin B -h sin C 

cotsr — = =^ • 

^^ 2 cos B -h cos G 



On a 



^ . B-hG B— G 

2 sm — ^r— cos • 



sin B -H sin G _ 2 — == i ^"^^ 

cosB-l-cosC""^ B-f-G B — G ^ 2 
2 cos — -— cos 



2 2 



, A 

= cotg-. 
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tg2A + tg?B4-tg2G = 



Formule 16^2. . 

sin 4A -+■ sîn 4B +sin 40 



cos 4A -H cos 4U -+- oos 4C-h 1 



Des formules 124 et 125 on tire 
sîn 4A+sin 4B-h8in 4G — 4sin2Asin2Bsin2G 



cos 4A H-cos 4B -+- cos 4C -f- 1 4 cos 2A cos 2B cos 2G 

== — tg2Atg2Btg2G 

==-(tg2A-|-tg2B-htg2C). (147) 

On pourrait obtenir ])ien d'autres formule^.analogues à Taide 
des formules 126 et 128. 



Formule 163. 

(sin A -H cos A)(8in B -h cos B)(sin G + cos G) 

= 2 sin A sin B sin G + 2 cos A cos B cos G 4- 1. 



En effectuant le produit indiqué dans le premier membre, 
on obtient la somme des premiers membres des formules 151 
et 152, augmentée de sin A sin B sin G + cos A cos B cos G. 
En tenant compte de ces formules, la formule 163 est établie. 



Formiule 164. 



cos A cos B cos G 

sin B sin G sin G sin A sin A sin B 



En réduisant au môme dénominateur, le premier membre 
peut s'écrire 

sin A cos A -h- sin B cos B -h sin G cos G 
sin A sin B sin G 
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pu .... , 

sin 2A-4-sin 2B 4- sin 2C 

2 sin A sin B sin G 
expression qui est égale à â, d*après la formule 120. 



ÎE'ormule 165. 



JgC IgB^fgA^lgC^tgB tgA 



Le premier membre peut s'écrire 

OU 

(tgA+tgB+tgC)(^+J^^-^)_3. 
OU, en tenant compte de 146, 

tgAtgBtgc(^ + J5^-J^)-3. 

OU tg B tg G +tg G tg A+ tg A tg B - 3, 

et cette quantité est égale, d'après 154, à ^ 

séc A séc BsécG —2. 



Formule 166. 



1— tgBtgG i~tgCtgA i— tgAtgB 3 

cos* A cos* B cos^ G ~ cosAcosBcosG 



On a 

1 — tg B tg G __ cos B cos G — sin B sin G 
cos« A "~ cos* A cos B cos G 

cos(B-hG)' 1 



cos^ A cos B cos G cos A cos B cos G 
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Les trois fractions du premier - membre ont ainsi la même 

valeur, et leur somme est égale à • ;; pr- 

cos A cos B cos G 



Formule 167. 
sin 



(b+£)-.„.(c-.|)+...(a+|) 

B — G G — A A — B , 

= 4 cos — cos ; — cos ; i . 



Posons 

^•^2 = 2-"' C + - = --p, A^- = --T. 

en ajoutant, on a 

3 %K 

_(A + B + C) = ^-(«+P+Y), 

c'est-à-dire » -+- p h- ^ = 0. 

En opérant comme dans le numéro 114, on voit sans peine 
que 

«-+-0 a — 3 a-1-3 

cos a H- cos -h cos Y = 2 cos --^ COS -+- 2 cos» r-rr-^ — 4 

* 2 2 2 

= 2 COS i 1 cos »^ . — '^ 1 



|(cos-^^+cos-^j-4 





a B Y 
= 4 cos - cos 5 cos ^ — 1. 

ic B G A + B + C — 2B- 
4 2 4 4 




Or. 

a 

2 


-G 


de même, 


A — B 
~ 4 ' 

p B — G Y G — A 

2- 4 ' 2= 4 * 




ce qui établit la formule. 
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Formule 168. 



sin A sin (A — B) sin (A — C) -H sin B sin (B — C) sin (B — A) 
sinCsin(G — A)sin(C — B) = sinAsinBsinC — sin2Asin2Bsin2C. 



On a 
sin{A — B)sin(A — C) = ^rcos(G — B) — cos(2A— B — C)l 

= 5| cos(G — B)4-cos3A|. 

Le premier terme du premier membre peut donc s'écrire 

-1 sin A cos (G — B) -+- cos 3A sin A j i 

et, par conséquent, ce premier membre devient 
-I sin A cos(G — B)-hsin B cos(A — G) -h sin G cos(B — A) [ 

-H- cos 3Asin A -h cos 3B sin B-hcos3G sin G j- 

La première parenthèse est égale à 

Ir 
, - 3 sin A sin B sin G -h sin A cos B cos G -H sin B cos G cos A 

I2L ** 

-h sin G cos A cos B L 

ce qui peut s'écrire, en tenant compte de 151, 

2 sin A sin B sin G. 
La deuxième parenthèse, en remarquant que 

-cos 3 A sin A =- fsin4A — sin2A )» 

2 4\ / 

peut s'écrire 

- /^sin 4A -h sin 4B H- sin 4g) — ^^sin 2 A -+- sin 2B -h sin 2C j , 

ou, d'après 124 et 120, 

■— sin 2A sin 2B sin 2G ^ sin A sin B sin G. 

Rel. cnt. élém. trianc. ^ 
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Le premier membre de la formule 168 est donc égal à 

sin A sîn B sin G — sin 2À sin 2B sin 2G, 
et la formule est établie. 



Formule 160. 



sin» A cos (B — G) + sin» B cos (G — A) 4- sin» G cos(A — B) 
e= 3 sin A sin B sin G. 

On a 
sin» A cos(B — G) = sin» A sin (B -f- G)cos(B — G) 

= - sin» A [sin 2B + sin 2G] 

= sin» A [sin B cos B -h sin G cos G]. 

En remplaçant de même les deux autres termes du premier 
membre par une formule analogue, ce premier membre peut 
s'écrire 

sin» A(sin B cos B-+-sin G cos G)+sin» B(sin G cos G+sin A cos A) 

H-sin* G(sin A cos A-hsin B cos B), 
ou 

sin B sin G(sin B cos G-Hsin G cos B) 

-h sin G sin A [sin G cos A -H sin A cos G] 

-h sin A sin B[sin A cos B -h sin B cos A], 
ou 

sinB sinG sin(BH-G)-HsinGsin A sin(G-hA)4-sinA sinB sin(AH-B), 

c'est-à-dire 

3 sin A sin B sin G* 



En terminant les démonstrations de cette série, de formules, 

nous remarquerons qu'on peut en déduire de nouvelles en rem- 

1 *ATir. itA icB «G 

plaçant A, B, G par ^""â ' §""2' 2~2' ^" ^^^ 
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îc — 2A, ir — ÎB, ic — 2C OU plus généralement par 

hih'} hii-")' i-Ki-=)- 

puisque 

5-Ki-*)-i-*(i-'')-i-'(i-'=)=" 

k élant un nombre quelconqufi. 
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Formule 170. 

abc 



sin A siD B sin C 



= 2R. 



Dans le triangle OIB 
OD a 

IB = OB sin ÏOB. 

L'angle lOB est égal 
1^ À, si A est aigu, et 
au supplément de A, si 

A est obtus; donc, dans tous les cas, sin ÏOB = sin A, et la 
relation peut s'écrire 




- = R sm A, 

2 



d'où 



= 2R; 



sin A 

cette relation ayant lieu quel que soit le côté choisi, la formule 
demandée est établie. 

Remarque. — On voit ainsi que les côtés d'un triangle sont 
proportionnels aux sinus des angles opposés; il en résulte que 
si une relation est homogène par rapport aux côtés, on pourra 
remplacer les côtés par les sinus des angles opposés. En effet, 
en remplaçant a, 6, c par leurs valeurs égales, 2R sin A, 
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âR sin B, 2R sin G, 2R ^disparaîtra par suite de l'homogénéité, 
et le résultat sera le même que si on avait simplement rem- 
placé a, b, c par sin A, sin B, sin G. 

On pourra de même, dans toute relation homogène par rap- 
port à sin A, sin B, sin G, remplacer ces quantités par a^b^c. 



Formule 171. 
a = b cosC-hc cos B* 



On a sin A = sin(B -h C), 

sin A = sin B cos C •+- sin C cos B ; 

cette relation étant homogène par rapport à sin A, sin B, sin C, 
je puis remplacer les sinus par les côtés, ce qui me donne 

a = ^ cos G -i- e cos B. 



Formule 172. 

a» r= b^ -f- c* — 2bc cos A. 



La formule 132 nous donne 

sin^ A -+- sin^ B — sin* C = 2 sin A sin B cos G, 
relation homogène par rapport à sin A, sin B, sin C; en rem- 
plaçant les sinus par les côtés, on a 

a* H- ô* — c* = 2ab cos C 
ou c* = a* -h ô* — 2ab cos G, 

dont la formule 172 se déduit par une simple permutation de 
lettres. 

On trouvera dans tous les traités de trigonométrie des dé- 
monstrations directes des formules 171 et 172. 
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Formale 173. 

2 / 



De la formule 172 on tire 

bi^c^ — a^ 

d*où 

»in'A = i-cos'A = l-(^'-^,f,7"'^' 

_ 4i«C« ^ (/,« + C« _ g»)» 

"" 46»r» 

•^ _ {ibc -+- fe« -f- c« ~ aa)(2^c — ^2 — g» + g») 

4ô»c« 
— (^ -^ c + g)(6 4- — a)(a+ b — c)(q — 6 + g) 
"" 46>c* 

On en déduit la formule demandée. 



sin 



Formule 174. 

A _ . : \p — b)p^c) 
2 > 6c * 



La (brmule 172 donne 



cos A = 



i6c 
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d'où 

2sm«^=l_cosA = ?*ÎIlilzif+f! 

^ a' — (6— c)^ _ ia-+-b~e)(a--b-i-e) 

2Ac 2Ïc 

_ 2(p-i)(p — c) 

*c 
On en déduit 

sln 



in ^ = i /(P-^)(p-g) 
2 V é^^ ^- 



Formule 175. 
A 



La formule 172 donne 

cosA = *l±£l3£*, 
2*c 
d'où 

2cos.§ = , + cosA = ?^£^tÉ;±illl^ 

_ jb-hc)^ — a* __ (^ -i- c -f- a)(6 -f- c — a) 

_ 2p(p—a) 
bc 
On en déduit 



A . /p(P — a) 
*^''2 = V^V- 



136 ÉLÉMENTS LINÉAIRES ET ANGULAIRES 



Formule 176. 



,^A_ / (p-6)(p-g) 
•^2~V p{p-a) 



Il surfit de diviser membre à membre les formules 174 et 
175. Cette formule peut aussi s'écrire 

en tenant compte de la formule 5. 



Forx)(iule 177. 

. A 

P sm - 

a = 



B G 

cos - cos - 



De la relation 170 on déduit 



sm A sm A -f- sin B-+- sm G . A B G 

4 cos - cos - cos - 1 
2 2 2 

ou 



^ . A A""^ A B G 
2 sm 2 cos - 2 cos - cos - cos - 



ou 



a 






P 




. A 






B 


G 


sm — 




cos 


- cos 




2 






2 


2 



(112) 
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Formule 178. 

B — G 

cos 



6-f-c 2 



. A 



De 170 on déduit 



sin A sin B -+- sin G 
ou 

a b-j-c 



et comme 



il vient 



^ . A A ^ . B-hG B — G 
2 sm 2 cos - 2 sm —j- cos — ^ 

A . B-hG 
cos^ = sm— ^, 



ÔH-c 



. A B — G 

sin -- cos — - — 
2 2 



Formule 179. 

. B— G 

sm — r: — 
b — c _ 2 

a ~ A " 

cos - 



De 170 on déduit 

a _ b — c 

sin A "~ sin B — sin G ' 
ou 

a b ^e 



^ . A A ^ . B~G B-hG 
2 sm -^oos ^ 2 sm — ^ cos -y- 
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et comme 



OD en tire 



aiii — — 

2 
a 


b — c 


A 

cos - 


. B-C 



Formule 180. 

sin(A — B) _ a«— ^« 

sin(A-f-B) — ë* 



On a 

sin(A— B) __ sin(A — B)sin(A-f-B) _ sin' A cos» B— sin» B cos» A 
sin(A-t-B)'" sin»(A-t-B) "" sin» G 

_ sin* A — sin* B 
~ sin» G 

En remplaçant dans le second membre sin A, sin B, sin G 
a à ^ c ,, , 

m' m'' m' ''''''' 

sin(A — B) a« — 6» 



respectivement par —- » ^^ et r^ » il vient 



sin (A H- B) 



Formule 181. 

tg A c^ -f- a» — ^» 

tgB ~~ /jSh-cs- a»' 



De la formule 172 on déduit 

c^-ha^ — à^ __ "^ac cos B _ a cos B 
^* -h c» — a* 26f cos A "" ô cos A 
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a sm A 
et comme r = -: — 7: • on a 
SID B. 



c* -+- a* — i' __ sin A cos B _ tg A 
A' -+- c* — a* sin B cos A "" tgB * 



Formule 182. 

a sin (B — G) H- 6 sin (G — A) -h c sin (A — B) = 0. 



Remplaçons a, &, c par âR sin A^ 2R sin B, 2R sin G; 
le premier membre devient 

2R[sin A sin (B — G) -*- sin B sin (G — A) -+- sin G sin (A — B)], 

ou 

2R[8iii (B -H G) sin (B — G) 4- sin (G -h A) sin (C —A) 

-h sin (A 4- B) sin (A — B)], 
ou 

JR[sîn« B — sin» G -*- sin* G — sin» A*4- sin* A — sin* B], 

expression qui est nulle. 



Formule 183. 



g» sin (B — G) ft«sin(C--A) c*sin(A — B) _ ^ 
sin A sin B sin G ~ * 



La môme substitution que plus haut donne dans le premier 
membre 

4R*[sin A sin (B -- G) -H sin B sin (G — A) -4- sin G sin (A— B)], 

expression qui est égale à zéro en vertu du calcul précédent. 
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Formule 184. 

a sm — - — b sin — - — c sin — - — 

2 2 2 ^ 

— ^r— ^ . B +— c- = Q- 

sm - sm -• sm - 



La m^me substitution que dans les formules précédentes 
donne dans le premier membre 

inf. B— C A . C— A B . A— B Cl 

4R sm — ^-- cos - -h sm — ^ — cos - -h sm — - — cos - » 

L 2 z Z Z Z 2J 

ou 

,„r . B— G . B4-C . C— A . G-+-A . A— B . A-i-Bi . 
4Rj^sm-y-sm-^ — j-sm-y-sm— ^-f-sm— ^sm— ^J t^ 

ou 

*»r . «B . ,G . ,G . ,A . ,A . ,Bi 

4R sm* - — sm* - -t- sm* - — sm* t: -h sm* - — sm* - > 
L z z z z 2 zJ 

expression qui est nulle. 



Formule 185. 



. B — G ^ . C — A . A— B 

a sm — — à sm —^ c sm —^ 

Â— ^ B— ^ C- = ^- 

COS -^ cos - cos - 

z z z ■ 



En remplaçant a, b, c par 2R sin A, 2R siû B, 2R sin G 
respectivement, le premier membre devient 

A . B — G . B . G — A . C . A— Bi. 



4R sm — sm — r h sm - sm — r h sm - sm 

L z z z z z 



2 



Or, on a 
A 

2 



. A . B — G Ir A-hG — B A-+-B — Gi 
sm^sm-2- = 2l<^^s cos —^ ^J ; 
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de même, 

. B . 

sin ~ sm • 



. B . C — A ir B-f-A — C B-^-G — Ai 



. C . A — B Ir C-f-B — A C-hA — Bn 

sin -- sm — - — = - I cos — cos 



2 2 2L 2 2 J 

En ajoutant, on voit que 

. A . B — C . B . G — A . C . A— B ^ 

sin - sm — ^ -+- sm - sm — h sm - sm — ^ = 0, 

et la formule 185 est établie. 



Formule 186. 



g» sin (B — C) b* sin (C — A) c»8in(A — B) _ 
sin B + sin G sin G -h sin A sin A -h sin B ~" 



La même substitution que plus haut donne dans le premier 
membre 

r sin'Asin(B— C) sin» B sin (C— A) sin«Gsin(A-B) i 
L sin B -f- sin G sin C -f- sin A sin A -f- sin B J ^ ^ 

Or, 

sin» A sin (B — G) _ sin A sin (B-f-G) sin (B — C) 

sin B H- sin G "" sin B -f- sin G 

__ sin A (sin» B — sin» G) 
"" sin B -+- sin G 

= sin A (sin B — sin G). 



On a de même 

sin» B sin (G — A) 
sin G -h sin A 

sin» G sin (A — B) 



= sin B (sin G — sin A), 
= sin G [sin A — sin B] . 



sin A -h sin B 

Ajoutons membre à membre ces trois égalités; on voit que 
Texpression (a) est nulle. La formule 186 est donc établie. 
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Formule 187. 

1 ,A i ,B i ,C p» 

a ^ à 2 c 2 abc 



La formule 175 donne 

et de même 

cos* - = ^-^ î , 

2 ca 

,C p{p—c) 
En remplaçant, on a 

-C0S*r--HrC0S»--h-C08*~ = £2L i LlfL- i i-^ 

a 2 i 2 c 2 abc 

3p' — p(a 4-^-1- c) _ p^ 
abc abc 



Formule 188. 



.. .^ B-f-C , . . G-hA . , ... A-f-B ^ 



On a 



, B + C 1 p — a 

*^-2- = -Â = -r-' 



d'après la formule 176. 
Le premier membre de la formule 188 devient alors 

-[(ô-c);p — fl)-h(c— a)(p — *)4-(a-*)(p — c)], 
ou, en mettant p en fadeur, 

- I(ô — c-hc — a-4-a — ô)p — a(ô — c) — b{c — a) — c(a — 6)1, 

expression visiblement nulle. 
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Formule 189. 



En divisant membre à membre les formules 178 et 179, on 

obtient 

B— C *— c , A 

relation qui est d'ailleurs utilisée dans la résolution d'un 
triangle connaissant deux côtés et l'angle compris. 
On peut écrire cette relation 

B — G _ ^ — c p — a 

•D n 

et, en remplaçant tg — - — par cette valeur dans le premier 

membre de 189^ on obtient 

l[(6-c)(p-fl)4-(c-a)(p-^)4-(a~*)(p-c)], 
expression qui est nulle comme on Ta vu précédemment. 



Formule 190. 



CCS B — cos C cos C — cos A cos A — cos B __ 
p — a p — à p — c " 

On a 

n a ' B-+-C . B-C ^ A . B— C 

cosB — cosC =— 2sm — - — sm — - — =— 2cos-sm — ;r^- 

2 !2 2 2 

D'autre part, la formule 176 donne 

A 

r costt 
r 2 

?-" = -! = — X- 

tg- s.n- 
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£n divisant membre à membre, il vient 

cosB — cosC 2 . A . B — G 

= sm — sm — - — » 

p—a r 2 2 

et le premier membre de la formule 190 s'écrit 

2r. A . B — G . B . G — A . G . A— Bi 
_.|^8m-sm-^4-sm^sm-^4.sm-sm-^J; 

or, nous avons établi au numéro 185 que la quantité entre 
parenthèses était nulle. 



Formule 191. 



-Iv^ 



abc 



2 V sin A sin B sin G 



De 170 on déduit 








2 sin A 


a = l. 


b 

sin B 


R-* ' 
a'sinC 



multipliant membre à membre et extrayant la racine cubique, 
on a la formule à établir. 



Formule 192. 
a cos A -4- ô cos B -1-c cos G = 4R sin A sin B sin G. 



En tenant compte de 170, on peut écrire 
a cos A -h è cos B -+- c cos G 

= 2R(sin A cos A -1- sin B cos B -h sîn C cos C) 
= R(sin 2A -h sin 2B + sin 2G), 

et, d'après la formule 120, 

a cos A+ b cos B + c cos G = 4R sin A sin B sin G. 
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Formule 193. 

( I -i- cos A)(l -+■ cos B)(i + cos C) = |~ . 



On a 

1 -f- cos A = 2 cos* — » 

i 4- COS B = 2 cos* - > 

2 

C 
i 4- cos G = 2 cos« - : 
2 » 

multiplions membre à membre; il vient 

A H • P 

(1 + cos A)(l -4- cos B)(l -h cos C) = 8 cos* -• cos* - cos* - i 

ou, en tenant compte de li2, 

(1 +COS A)(l-i-cosB)(i + cos G) = -(sinA+sinB-i-sin Gj 

_ i /^ b^ _c_\* 
""2\2R"^2R"*'2Ry 

2a*' 



Formiile 104. 



a sin A -f- ô sin B -h c sin C _ a^ -i- 6* -+- ç» 
acos A-hé cosB-hccosC "" ' abc 

On a 

flS -^ ^2 -|_ c* 

a sin A -i- A sin B -h C sin C = — ; (170) 

d'autre part, d'après 192, 

acos A-f-ft cos B-hc cos C = 4R sin A sin B sin C 

Rel. ent. élém. triang. 10 
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Divisons membre à membre ; il vient 

a sin A H- ô sin B H- c sin C _^ a^-\-b^-^c 



a cos A -h é cos B -i- c cos G abc 



Formule 195. 

, A B G r 
tggtg-tg-^.. 



La formule 176 nous donne 

k. r ^ B r , G r , 

^0'^ = :; — :;' ^^^ — z — r ^85 = - — » 

À p — a 2 p — z p-^e 

mulliplions membre à membre, on a 

A B G r» T^ 5. 

tg 2 ^g 2 ^ 2 ^ {p^a)[p''b)[p^c) '^p^ ^' 



Formule 196. 

. A . B . G r 
sm-sm-sm- = -. 



La formule 174 nous donne 



'i»|=v/s=f3. 



5 = v/!£ 



.i.^= v'~""'~'". 

2 V ca 

•(p — a]{p-b). 



ab 
multiplions membre à membre, il vient 
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. A . B . G (p — a);? — ^ p — c 

sm - sm - sm - =z ^ ^^^-7 — ^-^ - 

2 2 2 abc 

pr* r 

""ÏÏÏS~4K' 



(5 et 7) 



Formule 197. 

colg - -f- cotg ^ H- cotg - = ^. 



De la formule 176 on lire 

. A p — a ^ B p — 6 , G p — c 

cotg-=^— . cotg- = -j^. cotg^ = ^; 

ajoutons membre à membre, on a 

, A ^ B ^ G p—a-hp—b-}-p—c 3p—2p p 
cotg -4-cotg.-4-cotg - = f^ , = -V^ = y 



Formule 198. 
, A , B G 4R-hr 



D'après 176 on peut écrire 
.A . B C 



r 

4- 



p— a p — b p — c 



148 âU^MËNTS LINÉAIRES ET ANGULAIRES 

Remplaçons bc-^ca-^ ab par sa valeur tirée de 8 ; on a 
4 ^ * B ^ C r / , ,„ \ 4RH-r 

On trouvera au numéro 217 une autre démonstration s'ap- 
puyant sur les valeurs des rayons des cercles exinscrits. 



Formule 199. 
R a-^b-^c 



r a cos A H- 6 eos B H- c cos C 
On a 

acosA-h^cosB-t-ccosC 4R sin A sin B sin G '. 



P 



4R»p _R 
4RS ~ r ■ 



(170) 



Formule 200. 

P 
sm A + sin B H- sin G = ^« 
H 



On a 



sinA + siaB + sinC = ^:t^ = | = |. (170) 



Formule 201. 



*)2 _l- y»« -j_ ^j{r 

sin B sin G+sin G sin A4- sin A sin-B = -^-r • 

4H 



On a 

.^./^ .^.. ...rv *c4-ca-*-aft ,,_., 

sm B sm C+ sm G sm A + sm A sm B = — r (170) 

4K* 



~ 4R> 

d'après la formulé 8. 



9 
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Formnle 202. 



sin A sin B sin G = ^z* 



On a 



sinA8iDBsmC = - = ^ = — ,. 



Formule 203. 

cos A -h cos B H- cos G = 1 -h — • 



On a, d'après la formule 114, 

. A T> ri 

COS A -1- cos B H- cos G = 4 sin — sin - sin --H 1, 

2 2 2 

ce qui peut s'écrire, en tenant compte de 196, 

r 
cos A -f- cos B -h cos G = - -h 1 . 

H 



Formnle 204. 

p*~^r* — 4R» 

cos B cos G + cos G cos Ah- cos A cos B = — 

4n, 



Le premier membre peut s'écrire 

cos (B -h G) -h cos (G 4- A) -h cos (A -t- B) h- sin B sin G 

-h sin G sin A -h sin A sin B, 
ou 

— (cosA-hcosBH-co3G)H-sînBsinGH-sinGsinA-hsinAsinB, 
ou, en tenant compte de 203 et de 201, 

^ r p' -t- r» -f- 4Rr p' -h r* — 4R» 

"" R"^ 4R» "" 4R* 
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Formule 205. 

cos.VcosBcosG=5l:i^±IÎ!. 



De la formule 130 on tire 

1 — cos' A — cos' B — cos' C 



cos A CCS B cos C = 



2 

sin* A -h sin* B H- sin' C — 2 

2 

a» H- ô« -h c« --. 8R* 



8R> 
et, en tenant compte de 9, 

nr.a A u n 2»* — 2r« — SRf — 8R* 

cos A cos B cos C = — 

8R' 

_ y» — (2R H- ry 
"" 4R» 



Formule 206. 

a cotg A -h é cotg B H- c cotg C = 2(R -f- r). 



(170) 



On a 
tt cotg A -h à cotg B-hc cotg C 

= 2R(sin A cotg A h- sin B cotg B + sîn C cotg C) (170) 

= 2R(cos A M- cos B -+- cos C). 
D'après la formule 203, le second membre peut s'écrire 



2R(n-J)=2(RH-r). 
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Formule 207. 
sin«- + siD«- + sin«^=l--. 



On a 

SIR' 



iR*— -t-sin*--hsîn* r = âl * — cosA-t-l— ^cosB-*-l — cosC) 
2 2 z 2 \ / 

= - fa — (cos A 4- cos B 4- cos C)l 

= i[3-i-r] (203) 



* m' 



h^ = 



Formule 208. 
bc sin A a sin B sin C 



sin A 



Dans le triangle rectangle ACD on a 

AD = AC sin C, 
A^ = ésiRC; 
donc 

2S = ah^ = ab sin C. 
On aurait de même 

2S = àc sin A; 
donc 

ali^ = bc sin A, 

. àc sin A 

K=—^ — 

Remplaçons dans cette formule 6 et c par leurs valeurs 
a sin B .a sin C 




sin A 



et 



sin A 



tirées de 170; on a 



h^ = 



a sin B sin C 
sin A 
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Formule 200. 



ip sm - sm - 

A 

C08- 



Aa = 



De la formule 170 on tire 



sin Â sin B sin C sin A + sin B + sin C 

P 

^c A B C' (112) 

2 COS - COS - COS r- 

2 2 2 

Remplaçons -: — - par cette valeur dans la seconde expression 

sm A 
de h^ déduite de la formule précédente; on a 

<. . B . C 

' ^ ' r. 2p sm - sm - 

_ p sm B sm C _ ^ 2 2 

«"^ A B C^ A 

2 COS - COS - COS - COS j 



Formule 210. 

h'^ = 2R COS A = a cotg A. 



Dans le triangle AHD' on a 

AH = -^^= — , 
cosHAD' sinC' 
A 

, puisque les angles HAD' et G sont 

H^ complémentaires. 

D*aatre part, dans le triangle ABiy» 

on a 

AD* = AB COS A = c cos A; 

on a donc 
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^, c cos A 

h' = . ^ = 2R cos A. 
* smC 

Nous avons supposé Fangle A aigu; quand il est obtus, la 
formule ne peut évidemment subsister, 
puisque cos A est négatif. 
Si l'angle A est obtus, on aura encore 

sm G 
mais dans le triangle ABD', on aura 
AD' = AB cos D'AB == AB cos (« — A) 

= — c cos A, 

AH = — 2Rcos A. 

Si Ton suppose alors que h'^ est le nombre algébrique défini au 
numéro 13, on voit que dans ce cas h'^ est négatif ; on a alors 

/»'a = -AH, 

et par suite 

h'^=z2K cos A. 

On peut d'ailleurs remarquer que 

01 = =h R cos A ; 
Si donc A^ est la coordonnée trilatère (12) du point 0, relative 
au côté BG| oa aura dans tous les cas 
A^ — R cos A, 

et, par suite, on en déduit la formule 18. 
A l'aide de la formule 170, on voit sans peine que 
2R cos A = a cotg A. 



de telle sorte que 



Formule 211. 
A! = 2R cos B cos C. 



Dans le triangle DHG, on a 

HD = DG \^ HCD = DG cotg B, 
puisque les angles HGD et B sont 
complémentaires. 
D'autre part, 

DG = AG cos G = ô cos G ; 
donc 




D C 



1 
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h^= à cos C cotg B 
b cos C cos B 



= 2R cos B cos C. 



sinB 

Si Tun des angles B ou G e5i obtus, cette formule subsiste en y 
considérant h^ comme une quantité algébrique représentant l'une 
des coordonnées trilatères (12) du point H. 



Formule 212. 

2bc cos - 



Cette formule peut se déduire immédiatement de la for- 

mule 31, en tenant compte de la valeur de cos -r donnée 

z 

par 175. 
On peut aussi l'obtenir directement en appliquant la relation 
des sinus au triangle ABL, ce qui donne 

AL _ sin B 

BL ■" 7~Â' 

sm- 

Or nous avons vu au numéro 31 que 




B L 
Donc 

AL = 



A 

• T> ... 26c cos - 

ac sin B bc sin A z 



A A 

(6-t-c)sin^ {6-t-c)sin- 
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Formule 213. 

2ÔC sm - 

2 



— c 



à> c 



Cette formule se déduit des formules 32 et 174 ; on peut 

aussi l'obtenir directement. 
'^ Appliquons la relation des 
sinus au triangle ABL^ ; on a 
ALj sin B 




L, 



B 



Hl-^)' 



Or nous avons vu au numéro 32 que 

ac 



BLj = 



Donc 



ALj = 



6 — c 
bc sin A 



2éc sin -• 
ac sin B __ ^c sin A 2 

(0 — c) cos - {b — c) cos - 
2 z 



Formule 214. 

,/ àc A 
/' = — cos -. 
* p 2 



Dans le triangle AO'C on a 

AO^ sin ACO^ 
AC "" sin AO'G 

ou 




sm 



m(. —) 



sm 



sm - 



. G 



. A + G B 

sm --r — cos - 

2 2 
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On 6n déduit 

ésin- 
l' — f 

cos^ 

qu*on peut aussi écrire 

„ ftc A 
r = — cos -- > 
« p !2 

attendu que d'après la formule 177, on a 

. G 
psm- 

c = 



A B 

cos - cos - 



Formule 215. 

abc A 

r = cos — • 

'« p{b-hc) ^ 



On a 

*'a *a *«» 

•OU, en tenant compte de 212 et 215, 

2ÔC cos - bc cos - 

2 2 

f ' = 



"a 



b-hc p 



bc cos- [2p — ô — cj abc cos — 
~ p(ô-hc) pib-hc) * 

On aurait pu aussi obtenir les valeurs de /^ et de /^ en se 
servant de la relation 

r / r 

a a a 



établie au numéro 35. 
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Formule 216. 

as 4- é« 4- c« = 4R(A^ cos A -h ^^ ços B + h^ cos C). 



On a vu (210) que 

A;^ = 2Rcos A; 

le second membre de la formule 216 peut donc s'écrire 

et cette expression est égale à. a» -h <&' 4- C, d'après la for- 
mule 13. 



Formule 217. 



, A 



Dans le triangle rectangle AO^K'^ on a 

o,K;=:AK;tgo>K;, 

ou/ 

, A 

En tirant de cette formule tg — et des 

B G 

formules analogues tg- et tg-i et 

tenant compte de 51, on obtient la for- 
mule 198. 




Formule 218. 

G B 

r^=:(p-b) çotg 2 = (P — c) cotg -. 



Dans le triangle O^EjG on a 

OJC, = K^G tg O^CKi- 
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Or, K.C = p — ft, (51) 




donc 



2 2' 



OaCK.=^-J; 



r^ = (p — 6)cotg-. 

On aurait de même, en considérant le 
triangle O^KjB, 

*•« = (? — Ocotg-. 



Formule 219. 

ii> A B C 

r^ = 4R sm - cos - cos -• 

2 !E Z 



Les formules 174 et 175 donnent 






Multipliant membre à membre, on a 



• A B G p(p — b)(p—c) {p — a)rl 
sm - cos - cos - = (-^ /if- — -' = _ " (38) 



2 2 



a6c 



4RS 



a 

4R' 



puisque S = (p — a)r^. 

On peut aussi obtenir la formule 219 en multipliant membre 
à membre la formule 217, 



'•fl = Ptg-, 
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et la formule 200 écrite sous la forme 

,„ A B C 

© = 4H cos — cos - cos - , 
â 2 â 

d'après 112. 



Formule 220. 

,„ . A B-G 
r -4- r = 4R sm — cos — - — • 



Les formules 196 et 219 donnent 



r = 4R sin -- sin -- sm - > 
2 2 â 

,„ . A B G 
r^ = 4Rsm-cos- cos-; 



ajoutons membre à membre, il vient 

iD • A/ B G . G . B\ 
r^4- r = 4R sm - (cos - cos - 4-sm - sm -1 



,^ . A B — G 
r^H-r = 4Rsm- cos — — 



Formule 221. 

r^ — r=i 4Rsin*-« 

a 9 



Les formules 196 et 219 donnent 

,„ . A . B . G . 
r = 4R sm - sm - sm - , 

2 2 2 

,„ . A B G 

r^ = 4Rsm-cos~cos-; 
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retranchons membre à membre, on a 

.„ . A/ B G . B . C\ 
r^^r = 4R sm - ^^cos ^^os^— sin g ^^^ g j 



= 4R sin - cos — s— = ^^ sm' - • 

Z 2 ^ 



Formule 222. 



La formule 219 donne 

.D • A B G 

r^ = 4R sm - cos — cos - > 

2 2 iA 

,^ . B G A 
r^ = 4Rsm- cos- cos-; 

ajoutons membre à membre,: 

G r . A B . B Al 



'•a-*- ^6^ 



Gr . A B . B Al 
4R cos - [sm 2 ^^^ 2 "^ ^^" g ^^^ g J 

G . A + B ,_ ,C 

= 4R cos - sin — -— = 4R cos* - • 
2 2 2 



Formule 223. 

^^ C . A-B 

r^ — rj,=z 4R cos - sm -— — . 



En retranchant les deux relations qu'on a ajoutées dans le 
numéro précédent, on a ^ 

iD G r . A B . B Al 

^a- ^6 = ^R <^os - [sm 2 cos - - sin - cos -J 

,„ G . A-B 
= 4Rcos-sin — —• 
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Formule 224. 



« = '-a(t?| + tg|)' 



De la formule 218 on tire 



. B 



ajoutons membre à membre, il vient 

^«(tgg -+-tg-j =2p— é — c=:a. 



r 


. B . G 

a sm - sm - 

__ 2 2 




A 

cos- 





Les formules 195 et 177 donnent 

♦ ABC 

. A 

sm — 

2 

az=p 



B C 

cos - cos - 



divisons membre à membre, on a 

B G 

a~ A 

cos- 

Rel. ent. élém. triang. 
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Formule 226. 

B G 
a cos - cos - 



A 

cos -7 



Les formules 217 et 177 donnent 



»•« 


= 


Ptgg' 




a 




p sin 


A 

2 




B G 

cos - cos ^ 



ilivisant membre à membre, il vient . 



o ~ A 

cos- 



Fonnule 227. 

B C 

r^ = r cotg -^ cotg ■^• 



On peut diviser membre à membre les formules 225 et 226, 
eu encore, remarquer que l'on a 

'•a = Ptg|. (217) 

'• = ptg^tg|tg^. (195) 

et diviser membre à membre. 
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Formule 228 

r^ 4- r^ -4- r^ = 3R -h R(cos A -4- cos B + cos C). 



De la formule 217 on tire 

ou, en tenant compte de 198, 

formule déjà établie au numéro 51. 
D'autre part, d'après 203, on peut écrire 

3R4-R(co8 A+cos B+cos C) = 3R-+-rA+^^ 

= 4R + r; 
donc 

r^-hr^-^-r^ = 3R-+-R(cos A + cos B-+- cos G). 



Formule t229. 

ABC 

^a^b^c = «*^ ^^S - COS 2 COS -• 



De la formule 226 on tire 



♦•« = ■ 



B C 

a cos - cos - 



cos^ 



A G A 

b cos - cos - 

cos- 



A B 

c cos - cos - 



c 



c 

cos- 



164 ÉLÉMENTS LINÉAIRES ET ANGULAIRES 

Multiplions membre à membre ; on a 

ABC 

Vft^c = ^^^ <^os ■- cos - cos -- 

2s 2 2 



Formule 230. 

^a^lTc COtg - COtg - COtg ^ = p». 



La formule 217 donne 

^a <^otg 2 = p, r, COtg I = p, r, cotg ^ = p. 

Multipliant membre à membre, on a 

V^^c COtg - COtg 5 COtg ^ = p». 



Formule 231. 



r — 


1 A. 




9 B C' 

2 cos - cos - 
2 2 



Les formules 195 et 209 donnent 

. A., B n 

'• = ptg2t«2^«2' 

o . B . C 

2p sin - sin - 

K = J—-' 

COS -- 

2 
divisons membre à membre, on a 

. A 

sm — 

r 2 



*- 2 cos I cos § 
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Formule 232. 

I. • A. 
«. sin — 

— 2 

2 sin — sin — 

2 2 



Les formules 217 et 209 donnent 

2p sm - siD - 



cos- 

en divisant membre à membre, il vient 

. A 



K „ . B . C 

" 2 sm - sm - 



Formule 233. 



On a 

puisque 
Donc 



^îZ^ = l-- = l_f, 

K K p' 

aA„ = 2pr = 2S. 
A, — 2r 



_p — a 



A<. P 
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Or, 

tgligl = ^(Piiî}^.^MEMES (176) 



Donc 



De même, 






1 






1 __ p — a 

a "" p ^ 



Formule 234. 

A . A 

cos -r sm — 
2 2 



Dans le triangle rectangle AO'K' on a 

AK' O'K' 




A0' = 



A . A 

cos - sin - 

2 2 

p — a r 



A .A 

cos ^ sm - 



Formule 235. 



. B 



AO' 



2a sm - sm — t^ « 

2 2 .^ . B . C 

= . — _ 4R sm - sm -• 

ABC sm A 22 



p sm - sm - 
^22 



cos - cos - cos - 



Remplaçons dans la formule 234 r par sa valeur tirée do 
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195, on a 



A0' = 



* A., B, C 
^ Ptg^tg-tg- 

. A~ A 

s>n 2 cos -^ 

B C 
psin- sin- 

^ Â B C* 

cos — cos — cos - 
2 2 2 

En remplaçant dans cette dernière expression p par sa va- 
leur tirée de 177, on a 



B 



B 



p sin - sm - a sin - sm - 



ABC 

cos - cos -^ cos - 

et, enfin, comme on a 



A . A 

cos - sin — 



= 2R, 



2a sin - sm - 

2 2 

sin A 



sin A 



B C 
2asin-sin- ^^ . b . C 
_-__ = 4Rsm-sm-. 



(170) 



A0.= 



Formule 236. 



cos 



. A 

sin - 




Dans le triangle AO^KJ on a 

ak; ^ o,k; 

A 



AO. 



cos- sm- 



A 

cos - 



. A 

sm- 



1C3 
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Formule 237. 



AO, 



p- 


-c 




^b 




A 




A 


sin 






cos- 




!2 




2 



Dans le triangle rectangle AO^K,, on a 



et 
Donc 



O.Ki 




AO — . 

* cos KiAO^ sin K^AO^ 

Or, d'après la deuxième remarque 
du numéro 51, 

AKi = p — c; 
d'ailleurs 



2 i 



0,K = rK 



sin- cosi 



Formule 338. 

0'0. = ^ = 4Rsm2- 

COS — 



On a 

0'0, = AO^-~AO', 
ce qui peut s'écrire, en tenant compte de 234 et 236, 

O'O =-t Pllf = _l-; 

" A A A 

cos- cos- cos- 
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et Ton a aussi 

= 4R sm —9 



iB9 



puisque 



cos^ 



a = 2R sin A. 



(170) 



Formule 239. 




Dans les triangles rectangles 
CO^Kg et CO^Kj on a 

CK, 



G0,= 



G0.= 



_ P—a 

cosO.GK. . g' 
* i sm- 

CK, p— ô. 



cosO.GK. . G 

sm - 

2 



(51) 



(51) 



en ajoutant 

"Èp — a — b 



OaO, 



.G .G 

sin - sin - 

2 2 



Formule 240. 

9b9c sîn A -\- q^q^ sin B + q^q^^ sin G = 0. 



Nous démontrerons d'abord le théorème suivant : 

Théorème. — Si d'un point M de la circonférence circonscrite 
à un triangle on abaisse des perpendiculaires sur les côtés du 
triangle, les pieds de ces perpendiculaires sont en ligne droite. 



170 
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Soient P, Q^ R les pieds des perpendiculaires abaissées du 
point M sur les côtés BC, GA et Â6. 
Je tire RP et RQ, et je vais montrer que 

QRA = PRB. 
Le quadrilatère MRAQ est ins- 
criptible, donc 

QRA = QMA; 
le quadrilatère MRBP est aussi ins- 
criptible^ donc 

PRB= PMB. 
Tout revient donc à établir que 
QMA = PMB, 
ou, en ajoutant à ces deux angles 
le même angle AMP , que 
QMP = AMB. 
Or cette égalité résulte de ce que ces deux angles sont sup- 
plémentaires de l'angle G. 

La droite PRQ est appelée droite de Simson. 
Il résulte de ce théorème que l'aire du triangle MPQ est 
égale à la somme des aires des triangles MQR et MPR, ce 
qu'on peut écrire 




Or, 



tr. MPQ = tr. MQR -+- tr. MPR. 

tr. MPQ = i MP.MQ sin PM^ = ^ MP.MQ sin G, 
z z 

tr. MQk= ^ MQ.MR sin 0MR = i MQ.MR sin A, 
z z 

tr. MRP = i MRMP sin RftlP = s ^MR . MP sin B. 
On aura donc 

MP.MQ sin G — MQ.MR sin A-i-MR.MP sin B. (a) 

Or, d'après les conventions établies, q^, q^^, q^ représentent 
les coordonnées trilatères du point M (voir numéro 12), c'est- 
à-dire, par exemple, que q^ est un nombre algébrique dont 
la valeur absolue est la mesure de la distance du point M au 
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côté BG et le signe est le signe h- si le point M est par rap- 
port à BC du même côté que le point A, et le signe — dans 
le cas contraire. 
On aura donc ici 

MP = 9,,, MQ = y^, MR = -</,. 

La relation (a) devient alors 

9b^c sîn ^ H- 9c9a sîn B H- ?a?6 ^in G = 0. 



Formule 241. 

^ ,-r C 



\/9'a cos 2-^V^6 cos 2 + V^9'c cos - = 0. 



Soit M un point du cercle inscrit au triangle ABC Abaissons 
de ce point les perpendiculaires MP, MQ et MH sur les côte^S 
BG, CA et AB. Considérons le triangle formé parles points de 
contact A', B', G' et abaissons de M les perpendiculaires 
MF', MQ' et MR' sur les côtés B'G', C'A' et A'B'. 




Nous avons démontré dans le numéro précédent la relation 
MF . MQ' sin G' = MQ' . MR' sin A' -h MR' . MF' sin B' ; (a) 
A', B' et G' désignant les angles du triangle A'B'G' et en sup- 
posant que le point M soit sur Tare A'B'. 
Je dis que Ton a 

mF' = MF X MQ. 
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En effet, les quadrilatères MR'B'Q et MR'A'P étant inscrip- 
tibles, on a 

QRlï = QB'M, 

fiPR' = iïî^'. 
Or, 

QBTtf = MA'R'. 

comme ayant même mesure ; donc 

QBfU = 'SFK; 

de plus, les deux angles QMR' et PMR' sont égaux comme 

suppléments des angles CB'A' et GA'B' qui sont égaux ; les 

deux triangles QMR' et PMR' sont semblables, et Ton a 

MR^ MQ 

MP ""MR'* 
d'où 

MR'* = MP X MQ = 9a9l 
On en déduit 

On aura de même 

En remplaçant dans la relation (x), il vient 

? V^ ^'^ ^' = 9aV/^ sin A' -+- îiv^i sin B' ; 
ou, en divisant par y/j^îî^, 

y/^; sin G' = y/^ sin A' H- y/?ï sin B'. 
Or Tangle A est égal à Tangle AB'C comme ayant même me- 
sure ; donc 



la relation devient 



^ -2-2' 



^ A ^ B „ C - 
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Si le point M est sur Tare A'G', on aura 

A R P 

SjYa <^0S g — V/^6 <^0S - -f- v/i; COS - = 0, 

et enfin, si le point M est sur l'arc B'C, on aura 

— \f^a C^S 2 + V/^ COS 2 + v/^ COS - = 0. 

On peut donc conserver la formule 241, à condition d'affecter 
du signe — l'un des radicaux. 



Formule 242. 

bc sin A 



S = 




Dans le triangle ABC on a 

2S = AG X BD' = 6 X BD'. 

Or, dans le triangle rectangle ABD', on a 

BD' = AB sin A = c sin A ; 
donc 

2S = hc sin A. 



Formule 243. 

a^ sin B sin G 



S = 



2 sin A 



De la formule 170 on tire 

a sin B a sin C 

sm A sm A 

en remplaçant ô et c par ces valeurs dans la formule 242, on 
a le résultat demandé. 
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Formule 244. 

abc* sin(A — B) 
^"^ 2{a« — 6«) 

On a 

a sin B = 6 sin A, (170) 

a» sin» B = 6« sin» A, 

eMt—cop-B) = A^d^cos» A), 

d'où 

a» — 6* = a* cos» B— 62 cos» A 

= (a cos B -h 6 cos A)(a cos B — 6 cos A) 

= c.2R{sin A cos B — sin B cos A) (171) 

= 2Rcsin(A — B). 

(7) 



On en 
d'où 


déduit 

S avons 


sin(A — B) i _ 2S ^ 
a« — 6» ^2Rc"" abc'' 

a6c«sin(A — B) 






Formule 245. 

» — 6») sin A sin B a» — 
2 sin (A — B) 2(cotg A- 


62 
-cotgB) 


Nou 
donc 


établi au numéro précédent 
a* — 6» 
si.(A-B) = ^^^ = 

- 62) sin A sin B t^ . » . , 
= Rc sin A sin î 


î 



2 sin (A — B) 



^ ab abc 
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Celle formule peut aussi s'écrire 



2(colgA — colgB) ' 

on peut l'obtenir sous cette forme par un autre procédé. On a, 

en effet, 

2S = bc sin A, 
ou 

4S cotg A = 26c cos A. 

La formule 172 peut alors s'écrire 

a* = 62-hc« — 4ScotgA, 
de même 

62 = c2 4-a8 — 4ScotgB; 

retranchant membre à membre, il vient 

a» — 62 = 6* — a» — 4S(cotg A — cotg D), 
ou 

a^ — b^ = 2S (cotg A — cotg B), 

d'où Ton lire la formule demandée. 



Formule 246. 

a2 + 62 — c2 



S = 



Al A + B-G 

^tg 5 



On a 



a2 H- 62 — c2 = 2a6 cos G, (172) 

A-hB-G 



d'où 



«2^62 — C2 

= 2a6 sin G = 4S. 



A + B-G 



2 
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Formule 247. 



1 8/ 



S = ^\/a^^c^ sin A sin B sin C. 



On a 

1 il 

S = " ôc sin A, S = - ca sin B, S = - aô sin C. 

2 2 2 

Multipliant membre à membre et extrayant la racine cubique^ 
on a la formule demandée 



Formule 248. 
S = P«tg^tg|tg§. 



On a S = pr, 


(4) 


et »'=Ptg-tg-tg-; 


(195) 


en remplaçant r par sa valeur, il vient 




S = P«tg|tgftg§. 





Formule 249. 

^ abc k B C 
S = — ces — ces - cos -• 
p 2 2 2 



On a 

A 

cos — cos 



- cos- = T(sin A -h sin B -H sin Cj, (112) 
- ^ (200) 



4K' 
par suite, 

abc ABC abc 
— cos ^ cos - cos - = -— = S 
p 2 2 2 4R 
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Formule 250. 



c i/ A . A . B . G 
b = y aàcp sm -- sm - sm - • 
V «^ 2 2 2 



De 196 on tire 
d'où 



. A . B . C r 
sm -- sm -- sm - = — , 
2 2 2 4R 



,;«A B . C abc 

"•^ - sm - sm - = 

2 2 2 4R 



JL . -«• . u . u aoc 

aàcp sm - sm - sm - = _ • pr .= S\ 



Formule 251. 



S= P- 



A R P 

C0fg-+C0tg--i-.C0tg- 



Ona 



colg ^ -H cotg - + cotg ^ = cotg ^ cotg I cotg ^ (149) 



par suite, 



= ^; . • (197) 



A --B c = y=P'" = s- 

1- en fer l_ nrwfr» _ " 



C0tg--hC0tg-H-C0tg^ 



Formule 252. 

4 (cotg A4- cotg B -h- cotg G)' 



Dans le numéro 245 nous avons établi les formules 
a2==Ô2_|_c2 — 4ScotgA, 
/^2 = c2-f-a2 — 4ScotgB, 
c2 = a2-+-ô2— 4ScotgG; 

BeL ent. élém. triang. 12 



17^ ÉLÉMENTS UNÉAIRES ET ANGULAIRES 

ajoutons membre à membre, il vient 

ai^b^^c^ = 2(a«-hô>4-c2) — 4S(cotgA-f-cotgBH-cotgC); 

d'où 



4(colg A -h cotg B -+- cotg C) 

Formule 253. 

aVsin2BH-A* sin 2A 



S== 



On a 

a* sin 2B -h ô* sin 2A . a* sin B cos B-+- ^^ sin A ces A 

__ a^b cos Bh- 6'a cos A 

"" 4R 

__ ab(a cos B H- ô cos A) __ abc ^ 

" 4R [ "" 4R " * 



Formule 254. 
S = 2R^ sin A sin B sin G. 



La formule 202 donne 

sin A sin B sin C = -^ • 
2R«^ 

donc 2R2 sin A sin B sin G = pr =- S. 



Formule 255. 
S = Ra sin B sin G. 



Cette formule s'obtient en remplaçant dans la formule pré- 
cédente 2R sin A par a. 
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Formule 256. 

S = 4Rp sin - sm ^ sm -. 



La. formule 196 donne 

. A . B . C r 

sm^sin^sin-^-; 

on en déduit 

A ■ B P r 

4Il^siitj sin~ sin - = ARp—=zpr=zS. 



Formule 25T, 



R / \ 

S =-■ -^(a cos A-h ô cos.B.-h c can^j • 

■ I ■ ■ I ■ • 

La formule l^dïàlim 4 

a cos Ah-ô cos B -+- c cos C = 4R sin A sin B sin C ; 
donc 

- (a cos A -h i cos B 4- c cos G j = 2R« sin A sin B sin G = S, 
d'après la formule 254. 



Formule 258. 

S = Rr{sin A H- sin B -H sin G). 



De la formule 200, on tire ' 

-U sin r = _ 

R 



sin A 4- sin B -4- sin C = ^ » 



d'où 

: Rr(sin A + sin B + sin G) =i pr = S. 
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^ Formule' SUSO. 

S=5R«[sin8Acos(B— C)+sin»Bcos(C— A)-irsin3Ccos(A— B)]. 
3 



Diaprés la formule 169, le second membre peut s-'écrire 
2R* sin-A sin B sin C, 
et cette expression est égale^ à S d'après la formule 254. 



Formule 260. 

S = RA^ sin A. 



On a 

ah 

^ = T- , 

et a =± 2R sin A ; 

en multipliant membre à membre, il vient 
S: = RA^sin A. 



Formule 261. 



S = ^ ia^h'^ coséc A + ^^^i coséc B + c% coséc Cj . 

La formule 210 donne 

¥^ = 2RcosA; 

par suite, 

i 2R 

a'^lcosécA = a*.2Rcos A.-T-^-=a^.2RcosA. — = 4R2acosA; 
* sm A a 

de môme, on obtient 

b% coséc B = 4R*ô cos B, 

"c^^; coséc C = 4R*c cos C. 
En ajoutant, on a ) ;, 

a^A^ coséc A -\-b^h'f^ coséc B H- c^A^ coséc C 
= 4R^(a cos Av4- 6. CQâ R -t- c cos C), 
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OU, en tenant compte de 257, 

a^h'^ coséc A^-b^h^ coséc B + c*A; coséc C = 8RS, 
d'où Ton lire la formule demandée. 



S = 



Formule 262. 

3(cotg A4- cotg B H-cotg G)' 



La formule 29 donne 

ml + ml + ml^ -^a*H-6*4-cM ; 

par suite, le second membre de la formule à établir est égal à 

a»4-^' + c' 

4(cotg A 4- cotg B -h cotg G) ' 
expression qui est égale à S en vertu de 252. 



Formule 263« 

, sin A sin B 



2 / \ si 

3\ * Vsi 



sin(A — B) 



De la formule 28 on tire 
ml = 



4 



en retranchant membre à membre, il vient 

On tire de là a' — 6*, et en remplaçant dans la formule 
245, on a 

. Q 2/ ysinAsin^ 
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Formule 264. 

_ 1,,. , . A 1, B — C 

S = ^la(b + C) sm - = -l,a cos -|— 



En tenant compte de la formule 212^ on a 

r:lJb -+- c) sin — = 6c cos -r sin — = ;r6c sin A = S. 

2 «V •/ 2 2 2 2 

La deuxième expression de S se déduit de la première à 
Taide de la formule 178. 



Formule 265. 



S = 2 Aa(^ — <?) COS - == -l^Jl sm — — b>c 



En tirant l^^ de la formule 213 et remplaçant, on a 

1 A A A 1 

x^iJb — c) COS --:'= bc sin — cos — = -6c sin A. 

2 **^ ^ , 2 . 2 2 2 

La deuxième expression de S se déduit de la première à 
Taide de la formule 179. 



Formule 266. 

o . A ^ B , G 
S = r2 cotg - cotg - cotg -. 



De la formule 195 on tire 

cotg - cotg - cotg - = ^, 
d'où 

A R r* 

r« cotg - cotg - cotg - rrr pr = S. 
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Formule 267. 



, . A. B G 



De la formule 227 on tire 

d'où 

^l cotg 2 *& 2 ^^ 2 "^ ^^^ ^^^^ 2 "^ ^'^^ ^^*^^ 

ou 

^;cotg-^tg-tg- = s. 

On peut aussi établir cette formule en remplaçant r^ et les 
tangentes des demi-angles par leurs valeurs en fonction des 
côtés, tirées des formules 38 et 176. 



Formule 268. 

S = r' cotg - -h 2Rr sin A. 



Remplaçons r cotg — par sa valeur p — a tirée de 234, 
et 2R sin A par sa valeur a tirée de 170; on a 

S = r{p — a)'^ar = (p — a 4- a)r = pr = S. 



Formule 260. 

A 

2 



S = rr^cotg-. 



La formule 217 donne 



^a^otg- =p; 
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par suile, 

rratoig'^ = pr = S. 



Formule 270. 



De la formule 226 on tire 

C A 

b cos - cos - 

^6= B ' 

cos- 

A B 

e cos — cos — 

- ^ ^ > 

r,- ^ . 

cos- 

en multipliant membre à membre, il vient 

A 



et 



r^r^ tg - = 6c cos â sin - = - 6c sin A = S- 



S = 



Formule 271. 

r* (sin A -h sin B H- sin C)* 
â sin A sin B sin G 



En tenant compte des formules 200 et 202, on a 

(sin A-t-sia B + sin C;* R» _2p. 
sÎD A sin B sin G ~ pr r ' 
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18& 



par suite, 



r»(sin A + sin B + sin C)' 
2 sin A sin B sin G 



= pr = S. 



Formule 272. 

S = \\/^r.0fi^.0jÛ^.0Jd^. sin A sin B sin C. 



Dans la quantité sous le radical remplaçons le produit 
0^0^. 0^0^. 0^0^ par sa valeur 16R«/> tirée de 83, et le produit 

sin A sin B sin G par sa valeur ^^ tirée de 202 ; on a 

2r.O^O,.0,O^.O^OjSinAsinBsinG = 2r.l6R*p • ^^=\6p^r\ 

en extrayant la racine carrée des deux membres, et en remar- 
quant que pr = S, on a la formule demandée. 



Formule 273. 

• o _ (P — «)' sin A -h (p — b)* sin B -+- (p — c)* sin C 

"" r7"~7Â TTb . ,G\ 

2( sin* - -h sm* - + sm* ^ j 

Traçons le cercle inscrit qui touche îes côtés du triangle aux 

points K, K', K* ; joignons 
le point 0' à ces points, 
nous décomposons ainsi le 
triangle en la somme de 
six triangles, dont nous 
allons évaluer la surface, 
en appliquant la formule 
242 à ces triangles. 

AireAK'K''=|AK'.AK''sinA 

2 




=^(p—aysïnA, 
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et de même pour les triangles BK'K et CKK'. 
D'autre part, 

aire O'K'K' = 1 0'K'.O'K' sin K'O'K-' = | r» sin A, 

puisque le quadrilatère O'E'AE'' est inscriptible. 

On a des formules analogues pour les deux autres triangles 
qui ont leurs sommets au point 0'. 

On peut donc écrire 

2S=(j?— a)*sinA+(p— *)*sinB-h(p— c)^sinG-H'»(sÎBA-t-sinB+sinC). 
Or, d'ap^ès la formule 200, 

r»(sin A -h sin B -f- sin C) = r« . ^ = —-; 

en remplaçant, on a 

Sr 
2S= (p — a)*sin A*f-(p— *)* sin B -h (p — c)« sin Ch- — » 

R 

ou 

2SM— ^j =(p — o)« sin Ah- (p — ô)» sin B 4- (p — c)« sin C, 
et en observant que le coefficient de 2S d'après la formule 207 
est égal à sin* — 4- sin* - -+- sin' - » on a 

Z 2 Z 

_ {p — aY sin AH"(p — ^)' sin B4-(p — c)» sin C 
21 sm» - -h sm* - 4- sin« - ) 
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pau- M. J» Patol\ agrt^ge des sciences mathématiques, professeur 
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L'Education Mathématique 

Journal 28/22«», paraissant le 1« kt le 15 de chaque mois et publié par 
LH. UiocHK, anciea élevé de 1 Ecole normale, professeur agrégé au lycée 
Louis-Ie-Grand, et H,. Vuibert. rédacteur du Journal de Mathémattlues 
élémentatres, — Abonnement annuel, France, 5 fr. ; Etranger, 6 îr, 
ziil®J?i"'°** s'adresse aux élèves des lycées de garçons et de jeunes 'filles, anx* 
rfî?7wp'l?/^L®^P"™*'^®^'^P^" desécolel pratiques de commerce et d*^n^ 

dastrie et des écoles normales ; - aux aspirants et aspirantes au certificat d'étu- . 
des primaires supérreures, aux certificats S'études prallqaes industrielles et co^^^ 
ZTZW^'-^'' ^'T^ supérieur. - aux candidats aux^écoles d'arts et métier™ 
des mécaniciens, d'agncullurç. de commerce, etc. mcutsrs, 

MNAL DE NATBiïïlûUES ÉIËIEHITàIRÏS 

puhlié par H. VUIBEBT (25« année). 

Journal 28/ 22eiii avec figures et épures dans le texte, paraissant le !•' et 

le 15 de chaque mois. — Abonnement, France, 5 fr.. Etranger, 6 fr. 

Ce journal s'adresse aux candidats aux écoles et aux baccalauréats d'ordre ' 
itcieniifique et aux élèves qui doivent plus tard étudier les sciences. Le journar 
propose des problèmes (notamment tous ceux qui ont été posés dans les examens 
et concours), il publie les meilleures solutions reçues, avec les noms de leurs au- 
teurs, les autres bonnes copies sont signalées à la suite. 

ÉLÉMENTS DE 

MÉTHODOLOGIE MATHÉMATIQUE 

à l'usage de tous ceux qui s'occupent de mathématiques^ élémentaires,^ 

comprenant : 
i*» Des considérations générales sur les mathématiques élémentaires et leur 

enseignement ; 
2^ Un résumé raisonné des théories arithmétiques^ algébriques et géomé" 
. triques; 
3"* Un exposé des-méthodes et des procédés de démonstration et de résolution 

dei questions élémentaires de mathématiques ; 
^o L'application de ces méthodes à plus de 500 questions, 
par M. Dauzat, inspecteur d'Académie. — Un beau volume 22/14omj de 1100 

pages, avec figures, br. 10 fr., relié 1/2 chagrin, 12Jr. 

ANNUAIRE DE LA JEUNESSE 

Par H. Vdibeht (13» année). — Un beau vol. 18/12»™ de 1116 pages; bro- - 

ché, 3fr.; cartonné toile rouge, titre doré, 4 fr. 
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l'éducation et de l'avenir de leurs enfants. 

La première partie : Instruction, est un guide comme il n'en avait jamais été : 

fmblié. Il pourra servir aux pères de famille à diriger ou à surveiller les études de 
eurs enfants. En môme temps, il sera consulté par les personnes qui ont besoin 
d'avoir sous les yeux un tableau rapide, mais complet, de notre outillage scolaire. 
La seconde partie : Écoles spécialks, se distingue tout à fait, par son caractère 
et le champ qu'elle embrasse, des ouvrages qui ont été publiés jusqu'à présent sur 
les grandes écoles du Gouvernement. Les petites écoles y sont passées en revue j' 
aussi bien. que. les grandes,. et ' le point de vue historique est laissé de c6té ; au 
contraire, on insiste sur les moyens de préparation à chaque école et sur la nature 
de» débouchés- qui s'oifrent à la sortie, 
j La nartie : Carrières bt Professions {sous presse) : br. 3 fr., cart. 4 fr. 
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Compléments d'Algèbre et notions de Géométrie analytique,' 
par A . MacA db LiliPiNAY, professeur agrégé au lycée Henri IV. 4* édition, ' 
-. ÎTn xn] 22/1 i"-" 4 fr. 50 

Cours d*Arlthmétlqae, à Tusage des candidats au baccalauréat et aux, 
écoles, par A. Tartinville. — Un vol. 22/14«», 3» édition ... 5 fr. » 

Théorie des équations et des inéquations (théorie du second degré) 
par A. Tartinvillb. —Vol. 25/16-, 2« édition 3 fr. 50 

Géoméicie analytique ( éléments de), par E. Dsssbngn, professeur 
agrégé au lycée Saint-Louis. — Un volume 22/14e», 2* édition. 7 fr. 50 

Résumé de Géomélri^MMdjcticuie à deux et à irais dimensions^ par 
A. Ri^MOND. — Un Tolume 22/14om, ^t éditioB^. ^ÙL. b 

Cours de Géométrie descriptive, à Tusage^ de» c andidat s aux écoles 
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es sciences, nrofesseur agrégé au lycée Carnot. — Un Yolume f5/i^ 
aVec épures aans le texte, 2« édition, augmentée 10 fr. » 

Mécanique (Leçons de), à Tusage des candidats à TEcole Centrale, par 
X. Antomari, professeur agrégé au Lycée Carnot, et E. Humbekt, profes- 
seur agrégé au lycée Louis-le-Grand.-— Un volume 22/14»"». • . 5 fr. » 

Lei^ons de Statique, à Tusage des élèves de Mathématiques spéciales, 
par £. Carvallo, docteur es sciences.— Un vol. 22/14«b, 2* edit. 2 fr. » 

Approximations numériques. Théorie et pratique des Calculs appro- 
chés, à Tusaf^^e des candidats aux écoles Navale et (>ntrale, par J. (^ribss 
professeur agrégé au lycée Charlemagne.— Vol. 22/14eni de 64 p. 1 fr. > 

Notions complémentaires sur les Courbes usuelles, par P. Bar- 
BARiN. professeur agrégé au lycée de Bordeaux. — Brochure 22/14cn» 
avec 24 flg fr. 75 



Problèmes de Géométrie analytique à deux et à trois éimensionSf 
par E. MosNAT, professeur agrégé au collège RoUin. — Tome L 6 fr. 
chacun des tomes II et 111 , •...«... 7 fr. > 

Questions d* Algèbre, à Tusage des candidats aux écoles Polytechnique, 
Normale, Centrale, etc., par G. Haupin.— UnTol.25/16*>^ ... 5 f r. > 

Les Exercices d'Algèbre, du même auteur, à Tusage des élèTes de 
i^"* année de Mathématiques spéciales, se vendent 2 fr. 

Problèmes et Épures ae Géométrie descriptive, par N. Cbabruit.— 
!'• Parité. Vol. 25/16em, 2« édition avec épures dans le texte. 5 fr. » 

Recueil de calculs logarithmiques, à l'usage des candidats aux écoles 
du Gouvernem^'nt. par P. Barbarin. — UnTol. 28/22«" .... 3 fr. 50 

Problèmes de baccalauréat, par H. Vcibbrt et E. Bouant, 3* édit : 

L Mathématiques^ p«tli. Vdibbrt. — Vol. 22/14«» 5 fr. > 

IL Physique et Chimiey par E. Bodant. — Vol. 22/14«>» .... 3 fr. > 

Programmes pçur lous les examens, tous les concours, toutes les ucules. 
(Consulter le Catalogue ou Y Annuaire de la Jeunesse,) 

Exécution des épures et lavis (Instructions et conseils), 7« édi- 
tion avec 2S figures dans le texte ifr. » 

Cette brochure, écrite par une sommité de renseignement du dessin, rendra les 
plus grands services aux jeunes gens qui Apprennent le dessin graphique; elle 
est indispensable k ceux qui se deslioeat aux écoles spéciales. 

Tracé des Ombres, à Tusage des candidats à l'Ecole Centrale, par 

i. Gkftrot, répétiteur à TEcoie Centrale. — Un vol. 25/ 16«* avec 97 figures 

' ou épures dans le texte 3 fr. 50 

Bar-le-Duc. — Imprimerie Comte- Jacquet, Pacoousl, Dir. 
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Ouvrages de Mathématiques 

conformes aux nouveaux programmes 

de renseignement secondaire. 

Éléments de MathématiqOeS {Classes UUèraires), par a. Gréw. 

(Volumes 18/12, cartonaés toile) : 

Kléments d'ârilhméliane : classe de 3e A 1 fr. 75 

Blémeiits d'Arithmétiqne et Notions d'Algèbre : cl. de 3e A. 2 fr. » 
Eléments d'Algèbre : classes de 3« A et !'• A et B. . . 1 tr. 75 

Eléments de Géométrie : classes de 4e et 3« A i fr. 50 

— — classes de 2e et l'* A et B . . . 1 fr. 25 

Les deux parties réunies en un seul volume. . . 2 fr. 25 

Eléments de Cosmographie : classes de Première A et B, par A. Gri- 

GNON. — Joli volume illustré, avec 12 planches hors texte et 

carte céleste. (Sous presse.) 



GonrS de HathématîqaeS {Classes scientifiques), par A. Grévy : 

Arithmétique : classe de 4e B: 1 fr. 75 

Algèbre : classes de 4« B à l"* C et D 2 fr. 50 

— classes de Mathématiques A et B. . . . {Stms presse,) 

Géométrie : classes de 5e à 3e B 2 fr. 25 

— classes de 2e et l'* D . 1 fr. 25 

Les deux parties réunies en un volume 3 fr. » 

Géométrie : classes de 2e et l""» G 1 fr. 50 

Trigonométrie : cl. de 2e et 1"^ G et D et Mathém. A et B. 2 fr. 50 

Traité de Cosmographie, par A. Grignon. — 2 vol. 22/14«» : 

I. Classes de Première C et D (Sous presse.) 

IL Classes de Mathématiques A et B. . . . {En préparation.) 
Traité de Mécanique, par C. Guighard, professeur à T Université de 
Clermont. — 2 vol. 22/14««» : 

I. Cinématique : Classes de !'• C et D 1 fr. 50 

IL Cinématique, Statiqtce et Dynamique : classes de Mathéma- 
tiques A et B (Sous presse.) 

Traité de Géométrie deseriptife , par T. Chollet, professeur agrégé au 
lycée d'Orléans. — 2 vol. 22/1 4«'n avec épures dans le texte : 

Première partie : cL de i^"" C et J) 2 fr. » 

Deuxième partie : cl. de Mathématiques A et B. {Sous presse.) 

Formulaire (Mathématiques, Physique, Chimie), 9e édition. — Un vol. 
format de poche, avec pages blanches pour notes, br. 1 fr. » 

cart 1 fr. 50 

Formulaire (Algèbre, Trigonométrie, Géométrie analytique), à l'usage 
des élèves de Mathématiques spéciales. — Un vol. 22/12om cart. 
toile, avec pages blanches poui notes, broché, 2 fr.; cart. 2 fr. 50 
Problèmes de Baccalauréat. — Vol. 22/14cm : 

Mathématiques, par Vuibert, 3e édition 5 fr. » 

Physique et Chimie, par E. Bouant, 4e édition. ... 3 fr. » 

Bar-le-Duc. — Imprimerie Gomte^acquet, Fagdousl, Dir. 
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